第 一 章 ”线性 空间 中 的 凸 集 


$11 线性 空间 及 其 代数 对 偶 


绕 竹 空间 是 通常 空间 的 推广 。 它 把 遥 常 的 向 量 加 法 与 放大 、 
缩小 \ 数 冬 ) 抽 和 象 化 , 形成 线性 空间 的 公理 .下 面 在 一 般 的 线性 空 
间 中 讨论 凸 集 , 其 有 尖锐 果 当 然 首先 在 通常 的 室 间 中 成 立 ， 

一 般 的 线性 空间 可 在 任意 域 上 定义 .本 韦 只 讨论 实数 城 且 上 
的 线性 空间 , 以 后 我 们 提 到 前 线性 空间 都 是 指 实 线性 空间 . 

我 们 称 脏 为 ( 实 )| 民 性 实 问 ,是 指 总 为 满足 下 列 性 质 的 集合 : 

{了 防 上 有 加 法 运算 二 , 即 

Yo, TT， 3 一 wg 蕊 和 是 , 且 满 中; 
1) Ve, gEX, ty=yt 
2 Yr 十 的 十 入 
3) IO0ER, YoETR, s+0= ry 
DD YrER, I—eETR, tt+(—2) =2— v=0. 
{1D 蔷 上 有 ( 实 ) 数 刁 返 算 , 即 
YrEI, YAEBR, dy=—Nhw EI, 满足 
DD) YY LER, YiER, Mp) = (MAH) 
2) YiER, lem=g, 
《II 杖 法 运算 和 数 乘 运算 满足 分 配 律 , 即 
1) va, WER, VeER, ts Np- om 
D VAER, Yr, yER, hat) = Ny. 

对 中 的 元 崇 称 为 于 的 点 或 向 天. 记号 0 踊 表 示 实 数 零 ， 也 
表示 (了 D3) 中 的 零 身 量 , 总 上 的 地 法 和 数 乘 运 算 则 称 为 荆 性 运 莫 ， 

加 果 对 于 2 …， 和 5 各 于 ,存在 不 全 为 零 的 xz …，)E 玛 ,使 


得 


Xi 十 十 和 ao 一 0 
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风 称 这 % 个 向 量 线 性 相关 ; 刘 
向 进 线 性 无 关 。 训 星 关 的 子 集 思 忆 芝 中 任何 有 限 个 向 量 都 级 性 
无 关 ， 则 称 4 为 下 的 线性 无 关 集 (又 蒜 代 数 自由 集 )。 加 景 线性 
空间 下 中 不 存在 元 素 个 数 儿 于 于 个 前 各 性 无 区 集 , 但 存在 个 线 
性 无 关 的 讽 量 ,其 称 空间 下 是 ww 维 线 性 空间 ， 如 果 这 样 的 自然 数 
% 不 存在 , 则 称 空间 总 沟 无 限 维 线性 空间 ， 

在 一 般 的 数学 规划 问题 中 , 通常 具 涉及 有 限 维 线性 空间 ; 而 在 
变 分 党 、 服 优 控制 、 逼 近 论 等 学 科 中 的 授 值 问题 , 通常 在 无 限 维 线 
性 空间 中 讨论 ， 不 过 ， 空 间 的 维 洲 在 很 多 情形 对 问题 的 讨论 并 无 
影响 ， 寺 就, 若 在 一 让 空间 栓 欣 中 讨论 .就 能 得 到 一 些 对 规 
划 论 . 变 分 学 .最 优 控 知 . 逼近 论 等 部 适用 的 结果 , 

宙 竺 我 们 希望 能 得 到 对 任何 维 数 的 线性 空间 都 能 成 立 的 结 
果 , 势 必需 要 用 到 有 头 挝 择 公理 的 掩 理 . 这 时 ,我 们 总 采用 与 选择 
公理 等 价 的 下 列强 远 ; 

Zorn 引 弄 ”如果 序 集 亚 中 每 一 全 序 子 集 都 有 上 界 ， 那 么 虽 
夫 被 大 元 . 时 

这 里 非 空 集 型 称 为 千 集 ,是 蕴 在 大 上 定义 了 一 个 序 关系 所 
满足 ， 

1) VoE MN, try 

2 Yo, yEM, {eey, ye {remy} 

3) Vr, y, sEUM, {ey YEH 
如 果 对 于 序 集 寻 ,还 满足 

们 Yo YEM, 或 者 wy， 或 者 Y<# 
那么 亚 就 称 注 全 序 全 、 序 集 并 的 全 序 子 集 太 , 是 指 下 性 型 关于 
及 中 的 序 关系 构成 全 序 集 . zeE2z 称 为 克 的 上 界 , 是 损 YoE 交 ， 
vm0。zo 所 用 称 沟 有 移入 大 元 , 是 撒 不 存 罕 sw 及, mi 下 wo, 使 
得 wow. 

下 面 是 运用 Zorn 下 理 的 一 个 例子 。 如 果 只 需要 得 至 有 关 有 
限 维 空间 的 铺 论 ,那么 只 要 运用 数学 归纳 法 识 能 得 到 类 似 的 结果 . 
在 “无限 推理 ”中 ，2orn 引 理 的 作用 与 数学 归纳 法 的 作用 相似 . 


1.1 准 入 襟 加 及 共 江 数 对 倘 13] 


卫 工 . 工 和 企 何 办 数 布 为 霍 的 线性 空间 并 有 旧 amel 于 即 
存在 线性 无 头 集 {eijier 忆 莹 , 使 得 

Ya 于， dER, 6EI, 只 有 有 限 个 不 为 堆 ， 

i 

起 中 对 对 有 限 个 非 零 元 夹 求 间 此 外 ,还 可 轨 求 {ei}ter 包含 给 定 
的 线性 无 关 集 吾 己 了 作为 其 六 和 集 . 

证 明 ” 座 屠 海王 中 所 有 包含 囊 的 线性 无 关 集 全 体 , 并 在 型 中 
以 包含 关系 作为 序 关 系 , 即 

YA. BEN, A<B ey ACB, 
则 下 成 为 一 个 岸上 集 ， 形 的 每 一 全 序 子 集 都 有 上 界 . 事实 上 ， 设 
{Ajics 忆 如 为 着 的 金 序 子 集 ， 则 4 JEG 了 者 是 总 中 的 包 食 吾 
的 线性 无 关 集 , 且 
和 EV， 或 者 gCAp， 或 者 4pCC dn. 

于 是 (i 显然 是 Try 的 卡 界 ， 因 此 , 由 Zorn 引 理 , 型 申 光 


援 天 元 设 


B=- {eierEN 
为 开 的 极 太 光 、。 那 么 卫 己 B, 生 必定 是 羡 中 的 Hamel 巷 , 省 
负 , 存在 YE 并 ,不 能 用 吾 中 的 元 夷 来 线性 表示 , 即 9 与 8 中 评 湖 
元 ;组 都 线性 无 关 、 这样, {UBE 剖 , 朋 BCt{ 引 UB, 与 召 的 
极 大 性 矛盾 . 目 
当 革 为 m 维 空间 时 ， 它 的 Hamel 基 中 的 向 量 个 数 显 然 为 % 
个 , 设 这 % 个 董 向 量 为 6@，…， ss。， 则 任何 wE 于 都 可 唯一 下 示 为 
多 二 加 各 十 WW9。s，。 其 中 EBB， 
这 里 唯一 性 可 由 乌 ,，-"…,@, 线性 元 关 而 得 到 .这样 , 每 个 gE 卫 都 
可 与 实数 组 (2 …, 2 一 一 对 应 , 而 县 这 一 对 应 保持 线性 运算 关 
系 ， 实 数组 (2*,…, 2") 全 体 可 看 作 % 个 实数 域 肪 的 习 积 集合 
至" 因此 , 每 个 * 维 室 间 都 可 在 “ 同 梅 意义 下 看 作 及 "。 以 后 , 我 
们 就 将 总 是 以 访 " 表 示 mn 维 线性 空间 . 
设 卫 、 了 为 两 个 线性 空间 . 胰 射 马 ， 下 ~> 了 称 为 线性 暴 射 ， 
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是 指 
Yh LER, Ve, yEX, 


A 0) — NA Cm) Ta 人， 
当 于 .了 分 别 为 有 限 维 空 间 及 "及 "时 ,利用 至 中 前 基 fajt=nmw 
和 各 了 中 的 基 {sms 设 
AGs— aufii er tomtm (G1, w), 
出 线性 映射 扎 完全 可 由 短 阵 {a yeh, 来 刻 划 .对 于 一 般 的 有 
Hamel 基 {6}cer 的 在 和 有 Hamel 起 1 {fsjyes 的 了 ,线性 映射 
44: 王 一 下 也 完 侈 可 由 无 限 和 矩阵 二 来 刻 划 . 这 里 对 于 困 定 


前 5 只 有 有 限 个 mi 不 为 堆 ， 

有 一 类 特殊 前 线性 映射 特别 重要 , 这 就 是 六 一 骂 的 情形 .这 
种 线性 英 射 称 为 豆 上 前 线性 形式 (又 称 隐 性 泛 到 。 它 将 表示 为 
zh><w*, mw》E RB 的 形式 , 即 <w*, 4x》 满足 

Yh, LEBR, Ye, YE AR, 
Ko”, HoT A w+ ELD, YY, 
于 上 的 线性 形式 2’ 的 全 体 记 作 叉 ", 它 称 为 及 的 代数 对 偶 空 间 . 
如 果 在 互 * 中 定义 加 法 利 数 乘 如 下 
VA LER, Vo EX*, YoE XR, 
het py TN, 十 UL 只， 

那么 耳 * 也 是 线性 空间 . 

如 上 所 述 , 设 子 的 Hamel 基 为 {etier， 那么 每 一 只 后生 都 
可 用 数组 {mtr, eR 来 刻 划 . 即 如 时 

“到 Ei 
这 里 “中 只 有 有 限 个 不 为 零 ,那么 
《2 一 襄 2 
特别 是 当 互 一 下 " 时 ,所 有 os* ER 都 可 用 
{of} = ots 1 on) 

来 玫 示 ， 不 难看 出 , BR” 也 是 w 维 线性 空间 ,或 者 说 ,BR" 和 六 " 是 
“ 同 构 ”的 ， 而 <+，*》 可 理解 为 n 维 空间 上 的 内 积 。 但 是 以 后 我 们 


$1.1 癌 姓 空间 及 共 代 数 对 偶 iL5- 


还 是 经 常 把 及 " 和 及 ”看 作 不 同 的 空间 .次 入 为 无 限 维 空间 上 时， 
工 " 与信 就 很 不 一 样 ， 事实 上 , 这 时 了 的 向 量 4 的 表示 {办 eer 中 
只 有 有 限 个 2' 不 为 替 ， 而 总 " 的 向 量 党 的 表示 {ti}wer 中 可 以 有 
无 限 个 台 不 为 零 ， 由 此 梧 见 ,这 时 于 "要 比 及 复杂". 

对 于 任何 x“E 了 ,ws*Pk*, wm>》 也 可 看 作 之" 上 的 线性 形式 ; 也 
就 是 襄 ， 设 忒 " 的 代数 对 偶 空 间 为 于 屠 么 可 以 认为 是 入 及"*. 
剑 殉 合 题 指出 了 无 限 维 空间 的 一 个 特征 ， 

命题 1.1.2 线性 空间 不 为 泡 限 维 的 当 且 仅 当 苦头 下 

证 明 设 革 有 无 限 Hamel 基 为 {ec}ier. 令 

yer 忆 及 


潢 足 1 
本 : 洒 
<e™, “2-{o op 
则 不 难 验证 ,所 有 e* 之 间 都 线性 无 关 , 令 {ewjyav 为 包含 {eyer 
的 不 * 的 Hamel 浊 ， 那 么 任何 w*EX” 痢 可 由 实数 组 
DH Cp YYET 
米 刻 划 , 这 里 a** 可 取 和 任何 实数 取 2*EX 了 ”满足 
b= Lh", er 一 工 VIET. 
那么 2* 不 可 能 是 天 中 的 元 崇 , 因为 每 一 m 和 工 ， 都 有 表示 式 
wi 
这 盟 江 中 只 有 有 限 个 不 为 登 ; 由 e* 的 定义 (L.1.I),《e*, 8》 中 放 
只 醋 有 大 限 个 不 为 零 。 因 此 , 焉 关 无 *. 
另 - 一 方面 ， 当 互 为 有 有限 维 时 ， 必 定 有 下 一 站”。 故 命 题 得 
证 .和 
最 后 , 我 位 宵 提 出 两 个 线性 空间 守 、Y 的 打 积 空 记 下 x 了 的 
概念 、 筷 X 卫 定义 为 
XZxY={(, DIET, yEY), 
其 上 的 加 法 和 数 张 定义 为 


更 确切 地 说 , + 的 Hamel 汪 的 势 大 于 基 的 Hamel 基 的 势 。 可 以 证 明 ,当世 
”为 无 限 刀 时 ， 了 * 的 耳 am8l 基 的 势 严 格 大 于 不 的 amel 共 的 势 。 


,Yo, 3EI. LL,1Y 
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Ye, Fa, VI, YEY, YX、 LER, 
A VTE ra, Ye) = Kort me, Ps HY), 
这 样 , 肚 x 耻 也 是 线性 空间 . 
设 (leF)rer，(e3)zer 分 别 为 下 .了 的 Hamel 共 ， 则 不 难 验 省 
{Ce¥, OFierU {(0, eF)}ser 
掏 戌 译 x 了 的 也 amel 基 。 从 而 任何 w*E {及 Xx 了 )* 可 由 下 列 实 
数组 
Ke*, Ce¥, 0)>, YET Ca", (0, ef)Y, VE 了 
来 剂 划 ， 实 数组 《<s"，(e¥,， 0)>, $EI 和 <e*，(0, e)> jEJ 分 别 
可 与 卫 " 和 了 "中 的 元 米 相 对 应 .这 就 可 看 注 下 烈 命 开 成 立 
命题 1.1.8 设 卫 、 了 为 两 个 线性 空间 , 子 xY 为 它们 的 对 
积 线性 空间 ， 那么 (了 x 了 )* 可 看 作 及 * 与 了 Y* 的 莱 积 空间 生 ' x 
了 '， 即 (了 XP 了 )* 中 的 每 一 元 素 都 与 某 个 (zw g JE 达 "x 一 一 
对 应 , 且 


人 (oj Ct, P=, w+ Cy, 9 
VE TTX, VYyEP. 目 
以 后 我 们 经 常 要 利用 了 一 B&B 时 的 命题 1.1.3， 这 时 Cy*, 态 就 
是 两 个 实数 相 彝 . 


$1.2 子 空间 , 仿 射 集 . 锥 和 吓 集 


设 耳 为 线性 空间 , 工 C 王 ， 如 巢 互 对 达 的 线性 运算 岂 构 成 线 
性 空间 ， 那 人 么 五 称 为 下 的 五 为 并 的 子 空 间 显然 
当 且 仅 当 

Vo, weE LD, Vh, hr ER, heit NavaEL. 位 ,人 .了 
引入 下 列 记 号 ; 
A+B=— {mE Rs ro, ta€E A, ws€ BY 
Ad={rE RIS- mE A 
YA. BCT, YAER. 
那么 条 件 忆 .2. 才 也 可 写成 


8 IT2 子 空间 、 芒 射 集 、 维和 上 入 [了 于 


Ma 了 十 ja 王石 Yh, MER, (1.2.2) 
很 明星 , 它 也 等 价 于 对 于 任何 自然 数 n>2， 
ML Tim Lt th LCL, Ya MER,. (01.2.2)" 
互 上 的 每 一 线性 形式 w*E€ 工 * 在 五 上 的 限制 都 可 看 作 工 的 线 
性 形式 ， 反 之 ,每 一 石上 的 线性 形式 戏 E 丈 也 一 定 可 扩充 为 
在 "的 元 素 ,其 至 还 可 有 一 定 的 特殊 要 求 , 从 而 有 
命题 1.28.1 说 工 为 线性 空 闻 总 的 真子 空间 , 即 
工交 耳 ，oE I 
为 工 上 的 线性 形式 ， 风 对 于 任何 zo€ 脏 \ 存在 2*E 了 蔗 *, 合 得 
C0, vor—1 Cs", HY CPE, 2), VoE LE, 
证 明 设 荆 的 了 Hamel 基 为 {efjisr 由 woE 叉 \ 工 ,人 可 知 
{wo U {ef}ier 
为 线性 无 革 集 。 根据 定理 1.1.T， 它 可 扩 宽 为 互 的 已 amel 基 
{zo} U fever 这 里 有 fs 站 iercfejjicr 任 人 条 玉 E 及 * 都 可 由 实数 
组 Ta zo>}U fa epjyer 唯一 确定 ， 玫 是 任何 满足 
Co', Eo =1 Le", ety = Lr, etry, YEET 
的 w* 者 满足 命题 型 求 , 国 
下 的 子 空间 的 平移 称 为 卫 的 防 射 其 (又 称 隐 性 流 形 )， 即 
4C 互 为 信 冉 上 案 , 是 挫 
肌 一 {we} 二 工 = zo 十 七. 
这 里 工 为 于 的 子 空 间 ,xoE 之 (有 端 { } 补 省略 ). 荆 的 维 数 也 称 
为 4 的 维 数 . 
设 和 za 入 ， 我 们 称 
mrs— {rE RIo— 0 th(m a), MEB} (1.2.3) 
为 连结 ea. zs 的 直线 ， 于 是 , 仿 射 集 有 下 列 忽 征 . 
命 师 1.2, 4CC 于 为 线性 空间 于 的 仿 射 集 当 且 仪 当 
Vo, waE A, Tivo A, (1.2.4) 
证 明 设 蕊 =zo 十 了 这 里 moS 并 , 厂 为 玉 的 子 空 间 ， 那 么 
工 = 4 一 wo， 从 而 对 于 任何 mw5E 4, EB,， 有 
(I —%) (oa 一 oo0) + h(a 一 co) EL=A—wo, 
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基 存 在 #E 4, 使 得 
代 一 和 za 二 jira 一 2 一 至 一 2 
从 而 (rw dA, YAE RR, Yay, XaE A, 
即 忆 .2. 和 成立， 
反之 ,如果 代 .2.4) 上 成立， 那么 夺取 roG 4 对 于 任何 和 GE 有 R， 
全 万 本 ,有 
(I —2) 26+ hE A 
对 :任何 %sEBR, zsE 4 有 
(I— ha [LA oF Ne] 十 acaE A 
令 ACI 一 2) 二 为， 刚 出 上 式 可 得 
{1 — hi— Ao) wot ht Napa 4d, 
Ya Ma EB, Vos, waE As 
或 和 (的 一 go) Tha — Lo) EA— xo, 
YA, Ns RR, Var wa 4d, 
由 对 -3.1 五 一 4 一 so 是 线性 于 空间 .。 昌 
注 在 证 明 的 后 半 部 分 中 , wo 是 任 意 的 ， 因 此 ,我 们 有 
IL=A--A. 
这 样 ， 由 《11.3.9 和民 .2,4), 有 4 为 念 射 集 的 充 蛮 条 件 岂 可 记 


为 
(I ATAACA, VAER,. 所 .3. 抱 
如 辐 命题 .2.3 的 证 明 中 逆 样 ， 重 复 利 用 参数 和 %, 可 得 入 .2.5) 等 
价 于 对 于 任何 mw 2， 
MA Ta4 了 dc Yih, ,ME BR, 宫 %-l 
(1.2.5) 


一 类 重要 的 仿 射 集 有 下 列 形式 ; 
H—{wEX Le, zy oa, 
这 里 2*E 下 *， 必 关 0, aG& 及， 它们 都 是 子 空间 
Ho= toE XC, 内 一 全 
的 平移 。 这 类 仿 射 集 称 为 下 的 (由 (2*, 四 决定 前 下 平面 ， 它 们 
是 通常 平面 的 一 般 化 . 


号 了 中 也 空间 , 仿 射 集 , 锥 和 凸 集 £9] 


在 线 祥 空间 中, 除 直线 人 ,2,3) 灶 , 我们 还 能 定义 射线 和 线段 ， 
设 zi、 zs 所 于 我 们 称 
foE 工 je 一 mi 二 (oa 一 on %>0} 
为 连结 zs oa 的 以 粒 为 顶点 的 峙 线 | 称 
[or za ~ {ERIsm st ha ot), ME [0 DY 
为 连结 m1、 v4 前 线 骨 或 同 区 间 。 类 似 地 还 可 定义 开 区 间 、 兴 开 
闭 区 间 ， 
fc ae) 一 他 皇 下 io 一 oi 十 Xeos 一 cd)， 和 ES I)}; 
[ea ao 一 {eE 瑟 jz 一 aaTXtzz 一 0 和 E LO, 1)}, 
等 等 ， 这 上 旦 概念 的 几何 意义 都 是 明显 前 . 
如 果 集 合 QC, 满足 
YEO, ttcC0, (1.2.6) 
那么 C 称 为 起 的 以 霹 为 顶点 的 铁 | 特别 是 , 当 za 一 0 时 ,就 简称 
为 镍 .这 时 ,( 开 ,23. 的 变 为 
YrEO, UrED, 


th 


或 
YEO, YA>O0, NE CO {1.2,7) 

如 果 集 合 五 满足 
Ya, wa FE, [te, a) CK, (1.2.8) 


闭 各 下 称 为 下痢 总 昔 。 网 时 为 加 集 的 欠 则 称 淹 囊 针 | 由 线段 的 
定义 , (1.2.8) 也 可 写成 


(1—ME+AKCEKRE, YAE [0, 11. (1.2.9) 
而 由 性 .2. 史 和 (CI.2. 龟 可知, 集合 0 为 凸 锥 的 充 要 条 件 为 
i tOCO, Yh, Me>0, (1.2.10) 


把 (I.2,9) 和 《I.2,10) 也 释 代 若干 次 ， 我 们 就 可 把 线性 子 空 
各、 仿 射 集 、 凸 集 和 凸 锥 的 条 件 写 成 非常 相似 的 形式 , 邯 对 于 任何 
92) 有 

线性 子 空间 五 

ME th LCL, Yh ,hE Bs 

仿 射 集 4: 


510] 第 - : 音 ” 线 性 空间 由 的 四 浊 


和 4 十 一 二 jd YA EE 
凸 此 五 ， 
MK tt ROKR, Yh hE [0 1 hb 
此 锥 0. 
0 二 TOCO Vag, 7 M0, 
由 此 也 立即 可 看 出 ; 
GULL , 


{ 且 生子 空 Wc, 凸 架 } 


《 仿 射 集 }n { 西 锥 } 一 :了 空间 } 

注 ”上面 四 个 条 件 中 的 己 , 除了 北 人 性子 外 ,者 能 换 为 一 。 
对 于 线性 子 空 间 素 说 ， 当 所 有 和 -0 时 ,等 好 就 不 成 立 ; 但 除 虹 镀 
外 , 记 也 可 换 为 等 号 ， 此 外 ,对 于 凸 集 和 凸 锥 来 说 , 其 中 可 能 在 在 
岗 元 素 ， 即 不 能 表示 为 其 他 元 素 前 “ 止 组 合 * 或 ' 止 众 蜗 合 ”的 元 素 
《全 如, 及? 由 的 闭 区 间 的 两 个 端点 ; BR? 中 的 周 形 的 两 条 边 ) ， 但 它 
人 总 能 表示 为 自身 的 “ 凸 组 合 ” 或 “ 目 欠 组合 ”里 

下 列 命 题 由 定义 立 妈 可 得 ， 

命题 1.8%.8 设 4E CI-I，'…, m) 为 六 的 鳅 竹子 守则 {六 
曹 舍 . 欠 、 丁 集 }, jE BC 一 J 了 ,mp)， 那 妈 0 十 十 Nd 
也 是 线 仁 子 空间 ( 仿 射 祭 、 包 、 钙 集 )， 里 

命题 1,2.4 设 4jE 王 5Ev 为 下 的 线 隆 于 空 j 
锥 、 凸 华 ) ,这 里 为 任意 指标 集 . 于 人 4 多 总 各 纤 于 各 
射 集 、 狼 . 凸 集 )， 蜂 

注 ”对 于 集合 的 并 ,命题 1.2.4 不 成 立 ， 下 

设 加 CX 为 的 任意 于 集 。 我 们 浆 包 食 如 的 最 小 线性 子 窜 
后 《 仿 射 集 、 锥 . 本 集 ) 为 吾 的 贱 性 色 ( 信 射 包 , 锥 包 、 吾 和 包 i 记 企 
lin 加 (a 于 及 ，cone 访 ，c0B), 设 4, jE 汶 所 有 包含 召 的 鳅 性 地 


号 、 
可 ( 仿 
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“ 仿 封 包 , 锡 包 、 是 包 ) 


i 找 王 为 点 代数 并 代 玉江 3 
室 间 ( 仿 射 集 、 维 、 吓 集 )， 球 么 好 的 线 神 包 ! 
就 是 | 4 它 吉 们 世 可 直接 者 示 旭 了 下， 
Tn B= {2E T= ,hyE RB, 上 且 仅 有 有 限 个 不 为 零 } 
a Dh, ME BR, 
仅 看 有 限 个 不 为 堆 , 且 总 和 一 }; 
eone B={rE XR|v=My, yE HR, %>0}= (1% 
co Bo {mE Xv Dhy, ME [0O, 1], 
仅 有 有 服 个 不 为 零 ， 县 翁 je 一 二 }. 


.有 了 时 也 称 它 们 为 国 百 张 成 的 线性 子 空间 、 仿 射 生 、 镍 或 凸 集 | 

家 限 个 点 张 成 的 凸 集 称 尝 酝 多 面体 ， 其 重要 的 特 阁 情形 是 mm 
维 , 它 配 由 % 二 工 个 “ 仿 射 无 美 "( 即 不 在 周一 个 % 一 工友 仿 射 
集 上 ) 的 点 张 成 的 凸 多 面体 ， 例 如 ,一 维 单纯 形 是 线段 ， 二 维 单纯 
形 是 三 角形 ; 三 维 单 纯 涪 是 四 面体 等 ， 


$1.3 代数 内 点 .代数 开 集 和 代数 闭 集 


如 上 记述, 在 级 性 空间 中 有 直线 的 概念 , 如 和 区间 、 闭 区 间 等 ， 
它们 也 能 直接 给 线性 空间 带 来 某 些 拓扑 和 概念 ， 但 这 样 引进 的 拓 护 
粮 念 有 时 会 与 真正 的 拓扑 报 念 不 一 致 (参看 $3.1)， 因 此 ,有 关 的 
名 称 我 们 都 冠 以 “代数 

设 4 守恒 为 线性 空间 的 集合 加 果 点 44, 满 尼 

YAEX, Je>0, (~ eh, gata cAd, 村 

那么 称 &@ 为 44 的 代表 内 点 ， 妃 的 代数 内 点 金 体 称 为 4 的 代数 内 

部 [又 称 禄 (eore)], 记 必 4 如果 万 二 41， 那 各 妇 称 为 全 的 代数 
开业 . 条 件 (1.8.1) 也 显然 等 价 于 ， 

YARE TR, 3s>0, [a, gt es] A. (1.3.2) 

在 证 明 有 关 找 数 办 版 的 结果 时 ,后 着 更 方 饶 芭 ， 而 代数 内 部 酝 也 


3 
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可 直接 定义 为 ; 

Ai= {rE EIYEE RT, Js0, YEE [0, a], w+ihE 4) 

(1.8.8) 

由 于 代数 内 点 的 概念 只 涉及 过 这 点 的 直线 ， 因 此 可 把 这 个 只 
念 推广 到 仿 射 集 上 ,或 者 说 ,推广 到 4 的 仿 靳 包 a 企 4 上. 

我 们 称 <E 4 为 4 的 相对 代数 内 点 ,是 指 

YhEaf A—at=aff A— A), 3s>0, 
{Cg 一 Eh GE 十 8R) 叶 4 或 [mw w+teR]CcA. 

4 的 相对 代数 内 点 的 全 体 称 为 4 的 相对 代数 内 部 ， 记 作 44， 这 
祥 , 例如 平面 上 的 一 条 直线 对 平面 来 说 , 没有 代数 内 点 , 但 其 所 有 
点 都 是 相对 代数 内 点 .还 需 注意 , 任何 单 点 集 的 相对 内 部 是 非 空 
的 ， 

命题 了 3. 了 如果 4s-…， 4 为 代数 开 集 ,那么 自如 也 
是 代数 开 集 ; 

二 如果 A, 大生 工 为 代数 开 集 ,那么 (4 也 是 代数 闻 集 . 

证 明 直 搂 由 定义 可 冬 ， 量 

注 1 根据 拓扑 空间 的 定义 (参看 $3.1), 如 果 再 规定 空 集 疗 
也 是 代数 并 集 ， 那么 命题 二 3. 说 明 , 线性 空间 瑟 对 它 的 代数 开 
集 族 形成 拓扑 空间 ,但 这 是 一 种 非常 特殊 的 拓扑 . 尤其 是 对 于 有 限 
维 空间 来 说 , 它 比 通常 的 由 Euclid 距离 决定 的 拓扑 强 得 冤 , 即 通 
党 理解 的 开 集 一 定 是 代数 开 集 , 但 反之 不 然 ， 例 如 ,在 妃 " 中 , 令 


A- (oo ER (on) Cas) <l, 
(二 oz， 


(如 图 1.T)。 那 么 和 4 是 代数 开 集 ,尤其 是 0E4 是 4 的 代数 内 点 。 
但 它 不 是 通常 的 开 集 .年 

注 吕 对 于 一 个 拓 站 空间 的 子 集 女 来 说， 4 的 ( 杨 村 ) 肉 部 
int 是 指 包 含 在 < 内 的 最 大 开 集 ， 不 言 而 险 , in 4 总 是 开 集 ， 
容易 使 人 发 生 错 觉 ,以 为 线性 室 间 蔷 的 集合 和 4 的 代数 内 部 下 就 


1.3 太 数 有 点 、 代 于 并 集 和 代数 半 委 [13] 


图 1.1 图 1.2 


是 包 食 在 4 内 的 最 大 代数 开 集 ”. 这 是 不 正 痛 的 , 因为 4 一般 不 
一 定 是 代数 开 集 .下面 就 是 一 个 反例 ， 
例 区 一 及 
A=— {rER| (e+ {es —1)? 
<IU {rE BR: (0) (vt+ Dl} 
UizER =07 如 图 ,2)， 
A {| (m+ v1) 1} 
U {ol(2D +r (w+ DIU {0}, 
(4 一 相关 4 
这 个 例子 说 明代 数 内 部 确实 是 个 “代数 "概念, 而 不 是 拓扑 概 
念 ， 因 而 我 们 在 线性 空间 框架 中 讨论 的 第 困 一 般 不 能 看 作 晨 在 折 
扑 线性 空间 (参看 $ 8 .1 框架 中 药 缮 昌 的 特例 . 量 
注 3 造成 上 面 这 种 怪 现 象 的 主要 原因 是 : 在 线性 空间 中 ,用 
代数 开 储 族 来 定义 的 拓扑 与 空间 的 线性 铺 构 不 协调 ， 即 它 不 能 使 
该 空间 因此 成 为 拓扑 线性 空间 ， 但 是 如 果 我 们 用 代数 开 廿 集 疾 来 
年 义 线性 空间 的 拓扑 基 ， 那么 这 一 拓扑 就 与 空间 的 线性 结构 协调 
了 ， 在 这 一 观点 下 ， 线性 空间 中 的 是 分 析 结 果 又 变 成 几乎 都 能 妊 
成 拓扑 线性 空间 中 的 结果 的 特例 . 上 
命题 1.83.2 如 果 4 的 懂 数 内 部 沸 取 名 , 那么 
a 全 有 4 二 且 。 


£14] 第 - 章 线 竺 认 间 中 的 前 集 


证 明 设 4€E4 团委 
YhE TF, 3s>0, [eg, G+ eth—wjcA, 
因此 ， 如 一 8 十 8( 信 一 的 全 44. 而 
hg 二 十,e 仿 一生 一 4 汪汪 (可 一 的 Ea Caf A, 
裔 EafA4， 由 罗 灼 任 党 性 , 即 得 
| 
2 有 非 空 相对 代数 内 部 ， 


命题 1.8.8 ， 
证 明 设 维 单纯 肾 
3S- 人 ee 下 | 和 cao 二 sl 二 二 an 


和 0 一 由 了 名 n=, 
这 里 mo， @4…, 的 人 马 昼 为 ww 十 1 个 仿 射 无 关 疝 量 ;特别 是 
1 0, Ban Ho 
是 ww 个 线性 无 关 向 量 ， 在 此 指明 ,有 下 列 形式 的 点 
人 一 和 ero + Faas 十 二 各 ai 
0 G0, Le, 0), pb 
是 局 ' 的 元 素 ， 于 实 上 , 令 


5=min %,>-0, 


Cin 
风 和 集合 人 一 {eX iy ny 
[wl 和 名 一 中 cs 
上 i 


这 是 因为 Bt 十 和 二 此 oem 
一 Coao-L 和 ie: ! 和) -pla — 0) 
+t Hla — 0) Ft enan — 0) 
= Ko 一 一 人 一 ao- 十 Ra 下 
-Rs pen ins 
由 pi 的 定义 ,次 娃 订 得 #5. 
另 一 方面 ,对 于 任 笨 hElin {fez 6 总 存在 8 之 0, 使 得 
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1.3 代数 六 


而 易 证 Lf, 
由 此 即 得 gS"， 是 

综合 命 是 1.3.:29 和 1].3.3, 有 以 下 定理 ， 

定理 1.8.9 设 44 为 w 维 空间 及 "中 的 申 集 ， 闭 么 

aff 4— BR" 

站 县 到 当 好 
圣 草 是 ,任何 存 限 维 非 宰 丁 集 的 机 对 内 部 是 非 空 的 

证 明 只 需 证 明 几 要 性 ; 事实 上 ,让 af 他 4 一 也 "可 知 4 中 包含 
?十 [个 仿 射 无 闫 的 癌 量 ， 从 丽 由 主刀 是 凸 集 ,4 中 必 包 含 基 个 mn 
维 单 纯 形 ， 由 命题 1.3.3 小 二 区. 时 

下 烈 无 蜗 维 空间 的 特征 说 明定 理工 3,4 中 的 有 限 维 条 件 是 本 
质 的 - 

定理 1.3.5 线性 空间 下 是 无 限 维 的 充 可 条件 为 存在 凸 集 
4 已 豆 ， 满 足 


a 作 4A~= 代 ，A' 二 7 

证 明 设 feher 为 至 的 Jamel 若 , 这 里 指标 集 了 为 无 限 集 . 
那么 任何 wE 了 有 表示 式 吕 一 en 这 里 中 具有 有 限 个 不 为 
零 . 令 

攻 一 {z 息 下 [一 = vo, 2 >0, VieI}. 

则 4 显然 是 于 的 吓人 入， 是 任 何 w 志 下 都 可 至 示 为 4 中 两 个 元 素 
之 深 , 从 而 让 0DE4，a 癸 4 一 Limn 一天， 但 4i* 记 事实 上 ,对 于 
任意 的 加 = 这 46 所 旭 总 存在 某 个 z=0。 于 是 对 于 BE 耳 ， 对 
行 何 8>0, 都 有 zoe 4. 是 

下 面 剂 划 凹 集 的 代数 内 部 ; 

定理 1.8.6 设 4C 广 为 凸 集 。 4" 侣 ; mE 4 那么 对 于 
尾 何 wE 4, 

[zo, £2) SA (1.8.4) 


[16] _ 第 一 齐 “ 线 体 空间 中 的 凸 祭 


ri [] [eo oo) 一 【1 [po oa》 (1.8.5) 


EA Ew 

特别 是 出 是 西 集 . 
证 明 设 =E (zo 2)， 则 

w= mo, EO, 1). 

由 sec dr", 放 对 尾 何 Ea 人 fA 一 4, 存在 s>0 俩 得 
fxo，%o-F A] 安 和 4. 
但 由 于 是 囊 集 , 故 又 有 (如 图 工 . 引 
Zt (Lheh= (1—%) (wot eh) 十 ModE A, 

从 而 [ww 十 虹 一 和 gs 有 C4H， 这样 
也 就 证 得 了 =E 4". 自 % 的 任意 性 ， 
即 得 (1.8.4). 
站 为 证 明 民 .3. 细 ,只 需 指出 
A Co wa). 


地 1 所 Pf 
事实 上 , 设 wEE 4, 那么 对 于 训 = 加 一 
图 ,8 0， 存在 S>D0, 使 得 
[EE 
有 从 而 由 在.3. 和 ,2 十 5(e 一 2oE 如 因此 ， 
vm mr) EE XIy 
=wot hi Cy — wo), hE [0, 1 
~ [an oda) do, [zo, £0), 
| 
推论 工 如 采 4 三 站 是 凸 集 ,那么 (可 能 是 她) 是 目前 代数 
开 集 . 
事实 上 ,由 (1.8.5), 当 4 涯 仇 有 时 ,必定 有 (4 一 4'. 是 
推论 员 如 果 凸 集 4.8 浦 足 "NB" 生 V， 那么 
A NB =CAN BN. (1.3.0) 
证 明 事实 上 , 设 
soE A MN BTC CANBY®, 


HL 一 98 


风声 过 ,3 .加 有 


和 1.3 失效 内 点 、 代 数 间 信和 代数 启 集 17] 


CANBY™= do,, leo, a = { hd ee TD} 


TEtAAEN ss 1 EA {wo 


NE 0 ,0, w=A"“NB". 


Bi Ee He 

注 条 件 4* 由 B"* 天 他 是 不 可 少 的 . 否则, 我 们 可 取 4 为 定 

理工 .3.5 中 的 4，B= 一 4, 那么 
4 一 出 一 这 ， Pr 一 新- 一 万 ， 

但 (ANB)"= {0 = {0} + 0, 县 

下 面 引入 代数 闭 包 、 代数 翔 集 和 代数 边界 等 概念 ， 设 4 为 线 
性 空间 二 中 的 集合 我们 称 

Ar={rE TIIRET, Ye>0, BELO, el], stihE dA} 

(1.3.7) 

为 4 的 代数 闭 色 如 果 45 二 A 则 称 二 为 代数 闻 全 ， 中 一 .404 
则 称 为 4 的 代数 边界 、 

比较 兴 的 定义 L.3.3) 与 4 的 定义 代 ,3.7), 可 得 下 面 的 定 
理 . 

定理 1.8.7 对 于 任何 集合 4 王石 ， 

TARA RAdi= (XA).. 

特 斯 是 4 为 代数 闭 集 当 且 私 当 全:4 为 代数 开 集 、 时 

注 1 在 许多 文献 中 ,A 定义 为 

= {rvE TE)IIE A, [eo, EAY. 

这 一 定义 有 许多 不 方便 之 人 处. 首先 是 定理 I 工 .3.7 不 成 立 ; 其 次 是 按 
照 这 一 定义 ， A? 二 4 不 一 定 成 立 ,于 是 连 单 点 集 也 不 是 代数 闭 集 , 
我 们 的 定义 取 自 CQ. Ursesou， BIAM J. Control and Opiintigation 
20(1982), p, 563~574， 对 于 多 于 一 点 的 凸 集 来 说 , 两 种 定义 是 
一 致 的 .上 

注 如 同 代数 开 集 一 样 , 现在 的 代数 闭 集 也 是 有 点 奇怪 前， 
例如 BRB? 中 的 一 个 圆周 的 任何 子 集 都 是 代数 闭 集 、 时 

命题 1.3.8 设 44 为 线性 空间 芯 中 的 凸 集 ， 那 么 d 也 是 此 
集 . 

证 明 不 妨 设 4 多 于 一 个 点 。 为 指出 4* 是 凸 集 ,只 袁 注 意 


ri81 艺 一 疡 ” 线 作 宝 间 中 的 凸 集 


到 对 于 贞 华 4 当 % YE 生 时 ,存在 40, 如 GE 4， 使 得 
[EE 
由 于 4 是 吓 集 , 在 单纯 形 xzoyo ys 如果 
它们 在 同一 平面 , 情况 也 一 样 ) 中 ,可 能 
除了 楼 包 , 归 、(oo 要 、[ey 的 以 处 ,都 
必定 是 二 中 的 元 贮 (如 图 工 和 从 而 
[e， 归 中 的 元 深 也 必定 古 A 的 元 过 四 
下 列 定 理 是 定理 工 .3.6 的 加 弓 . 


图 工 芭 定理 I.3.9 设 万 下 为 山梨 ， 
4 EAN， 于 么 对 于 任何 Ed, 有 
[zo, 1) Ei, (1,8.8) 
特别 是 
A°= {gEE| [zeo 2)ECAN, (1,3.9) 
A= oe EA {1.8.10) 
且 沾 是 西 的 代数 闭 集 . 
证 明 不 妨 设 zo=0, 且 4 瑚 于 一 点 .因为 syE A, 由 轨 是 
凸 集 , 故 存 在 YE 4 使 得 
[y, 2 4. 


但 由 于 0E.45， 故 亢 某 个 6 之 0 
使 得 
[0, ~ sey] A. 
于 大 对 于 任何 1E (0, 了 ,可 求 得 
dE€ (0, 3)， 
使 得 (一 9) (好 0 与 [yg，%) 相交 图 站 .5 
《如 图 工 , 丰 。 这 说 明 tziE4， 从 而 直 定 理工 .3.6 可 得 
[0, ie) EAA", viE (0, 1), 
以 至 [0, 2) 记 4%， 好 (1.8.8) 对 mo 一 0 成立. 
(1,8.9) 由 如 的 定义 (1.3.7) 和 (1.8.8) 可 得 (4.8.10) 也 由 
(1.3. 四 本 得 。 最 后，4 贡 由 命题 1.3.8 或 人 .3.8) 可 得 ， 而 由 
人 ,3.10)、(1.8. 员 本 得 


$1 代数 良 点 ,六 歼 并 集 初 并 数 守 梨 i19] 


Cd, =A 
再 由 民 ,3. 归 可 得 
(4o?)" 一 4， 具 
推论 ”对 于 任何 有 限 维 凸 集 4, 如 是 代数 闭 保 . 目 
这 是 因为 这 时 总 有 47 关 何 . 
下 列 定 理 说 明 条 伴 4 笃信 是 必 不 可 少 的. 
命题 1.3.10 线性 空间 革 是 无 限 维 的 充 要 条 件 为 ， 存 在 凸 
集 4CCX, 使 得 
AN. 
证 明 设 互 为 无 限 维 线性 空间 ，f{eshser 为 其 Hamel 基 ， 令 
2m) 为 ze 中 天 0 的 的 个 数 ; 
4 一 直 E 卫 17 一 各 re v0, YiEL, 寥 v1/n (2)}, 


那么 对 于 任何 
2 一 也， ymEyetA, ECO, LD), 
有 nL Ne nax(n 0 nn ), 


1 


站 + 
i AT>ntG 六 5 


因此 ,4 是 凸 集 . 
另 一 方面 ,可 以 拱 出 ; 
{woE Xv 0, m0, ViEI, ns) >0}. 


1.3.11 
事实 上 , 设 s 一 局 *'o, 满 足 (1.3. 卫 ) 右 端 ， 让 在 正六 于 人 训 
六. 
任 取 ee ea {BerA, 
出 有 W— (em Tt Gm) /mE A, 
而 再 由 (TAN) mm, YAE [0, 1), 


让 于 订 得 [ew, 中安。 因此, x4， 反之 ,如 果 zE 4 则 显然 有 
wj 但 wa9 半 0 省 则 ,将 容 在 
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惫 = 六 A 
使 [w, 9) 己 4， 然而 这 是 不 可 能 的 ,因为 当 


0 
时 , hw 人 4， 这 样 , t.3.I 成 并 。 
最 后 ,及 然 有 0E 《24%"， 因 此 
《does 重 
作为 这 节 前 结 真 ,我 们 再 猎 出 一 个 无 限 维 空间 的 特征 . 
定理 1.3.11 性 空间 人工 蚌 无 限 维 的 充 要 条 件 汶 存在 下 的 
凸 的 真子 集 4, 使得 


4 一 瑟 . 
证 明 设 芋 一 全 " 为 有 限 纵 袍 闻 ， 凸 集 4 满 足 4:= 芋 =R" 
那么 由 Br 一 A'CCaf 和 定理 1.3,4，4' 关 名 ， 再 由 定理 1.3.9 
的 习 .3.10), 有 有 
本 一 [go 2D= () [eo, 21)~—X, 


ET 十 1 二 WiY 
这 里 meG 4 因此, 54= 下 , 即 4 不 是 五 的 真子 集 . 
反之 , 刷 玉 为 无 限 维 空间 ,ferjier 为 其 Hamel 基 ， 这 里 工 为 
无 限 集 ， 取 可 数 个 @, 92, ,Br 全 [aiier， 令 E62 pe en 
-一 张 成 的 线性 阅 窜 间 为 于 。, 基 中 其 余 的 元 素 张 成 的 线性 子 空间 为 
三 1( 可 能 是 零 维 的 )、 于 么 
be 
令 4oC 中 为 所 有 其 最 后 一 个 坐标 大 于 霍 的 光量 全 体 , 即 4o 的 元 
EE 


a 
Co 一 Ds chien 
n=1 


的 有 限 人 不 为 零 的 器 中 ,于 最 大 的 那个 虹 >09， 到 
A= Aot+ Xi, 
则 4 显然 荐 品 集 ,月 二 关 六 
但 基 一 方面, 任 取 


[8 了 


出 一 十 各 亿 访 ， 
z=} 


这 里 waE 天 1， 如 黑 它 满足 当 nw 时 汪 一 0 出 由 于 em 了 
菇 对 于 任何 i>>0, 有 
世 十 em4dEJ， 
故 ge.42， 由 于 # 和 是 任 取 的 , 邯 得 
.4 一 开 ， 

注 线性 空间 下 的 于 太 4 车 满足 4 一 不 , 则 称 4 为 习 的 你 
齐集 Qubiqnitons}， 定 理工 ,8. 卫 说 明 , 当 且 仅 当 尿 元 限 维 时 , 革 
才 有 凸 的 弥 汲 真子 集束 漫 集 显 然 也 就 是 五 用 代数 开 集 族 赋 以 拓 
扑 时 区 向 忌 答 ,不 过 这 是 由 于 对 4: 采用 了 前 面 提 到 的 Ursesoo 的 
定义 的 登 帮 : 如 内 采用 常用 的 定义 , 弥 洒 集 就 不 具有 拓扑 意义 . 

述 要 福 意 的 是 ， 凸 的 弥 兴 真子 集 的 代数 内 部 一 定 是 空 的 ， 这 
由 定理 1.3.9 的 (I.3.10) 就 可 看 出 , 旱 


$1.4 凸 集 分 离 定理 


前 而 兽 经 提 到 过 一 类 重要 的 仿 射 集 一 一 超 平面 : 
Hal wa}, HE HA, wz0, a BR, 
一 个 超 平面 把 窗 间 志 分 成 两 个 部 分 ， 即 
He- {ER|Ce, ry < os 
HY={2€E EI, oO >}, 
它们 分 别称 次 由 东平 面 于 .确定 的 两 作弄 半空 间 | 容易 验证 ,这 两 
个 开 尘 空间 都 是 代 数 开 凸 祭 ， 类 似 地 , 我 们 称 
HL={¢E FIC, wm}; 
Hi 一 刀鱼 三 |] Le, wy 
为 由 超 平 画 豆 确定 的 两 个 卫 半 空 剖 它们 都 是 代 孝 半 四 集 。 上 述 
四 个 半空 间 构成 两 组 下 补 的 凸 集 , 即 
HIUH2=T, HiNH =, 
HIUH:=X, HINHe -A. 
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一 般 米 说 , 当 两 个 凸 集 O. 厂 满足 
OU 一 三 ，Gn3= 旭 
时 ,就 称 它们 为 区 补 的 号 集 | 
五 中 的 丙 个 于 集 和 4 至 称 为 被 超 平面 吾 所 聆 骨 ,是 指 它们 分 
别 落 在 由 吾 所 确定 的 两 个 闭 半 党 间 中 ， 例 如, ACH:, BC 3 
或 考 说 ,存在 大 E 三” wi 满足 


rh, oaoi， >, YoE A, YYEB. (1,.4.1) 
如 果 ( 民 .4.T) 换 为 
aoe, LLLD, HD, VIE A, VYEB, (1.4.2) 
那么 4.B 称 为 被 超 平 面 吾 严格 分 齐 汪 . 如 果 再 进一步 要 求 
sup 《人 wy <inf C6, YY, {1.4.8) 


那么 4. 卫 称 为 被 超 平 面 五 区分 恒 ，、 可 以 看 出 ， 当 4 好 被 超 平面 
万 分离 时 ,它们 在 及 上 还 可 能 有 公共 点 ; 当 和 4 被 严格 分 离 时 , 它 
们 不 能 得 有 公共 点 .但 4°、 志 还 可 能 有 公共 点 ; 而 当 4、 瑟 被 强 
分 离 时 ,过 4 都 不 再 有 公共 点 . 

从 平面 上 的 图 形 可 以 肴 出。 页 个 不 相交 的 平面 凸 集 总 能 用 直 
线 (一 维 超 平面 ) 把 它们 分 高 ， 这 个 辣 论 实际 上 对 任何 线性 空间 上 上 
的 任何 具有 非 空 相对 代数 内 部 的 山 集 者 是 威 立 的 ， 尤 其 是 在 任何 
有 限 维 空间 中 总 是 成 立 的 。 这 类 结果 称 为 区 入 分 敲定 午 | 它们 是 
凸 分 析 吾 论 的 主要 工具 其 证 明 方法 很 多 , 在 此 利用 超 锥 的 概念 
来 证 明 它 , 

首先 指出 ， 任 何 两 个 集合 的 分 窒 等 价 于 它们 的 代数 莽 与 原点 
的 分 离 ; 即 

命题 1.4.1 线性 空间 三 中 的 集合 全 互 苛 用 超 平 而 分 离 (天 
格 分 离 、 骂 分 离 ) 的 充 要 条 件 为 ，0 可 以 与 集合 4 一 也 用 超 平面 分 
离 (严格 分 离 , 强 分 离 ). 

证 明 “事实 上 , (1.4, 了 ) 等 价 守 

忆 广 意 ,这 个 定义 不 等 价 于 


《有 


而 月 些 文献 却 是 这 样 来 定义 严格 分 部 的 - 
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《aa 2 一 内 二 0， VeE A, yyEB, 

而 上 式 正 说 明了 4-- 召 与 0 可 用 超 平 而 分 离 。 严格 分 离 、 强 分 离 
情形 的 证 明 是 一 样 的 . 目 

由 命题 1.4.14， 我 们 只 需 讨 论 一 个 集合 与 0 的 分 离 问 题 。 我 
们 的 思路 大 致 如 下 ， 设 凸 集 下 不 包含 0， 作 天 的 凸 狼 包 , 然 拓 把 这 
是 锥 扩大 到 不 能 再 大 (但 小 于 全 空间 ) 为 止 ， 最 后 的 这 个 极 大 凸 欠 
称 对 起 猴 | 当下 的 相对 代数 内 部 非 空 时 , 这 个 超 锥 的 边界 就 是 使 
下 与 0 分 离 的 超 平面 ， 这 里 就 需要 超 锥 的 概念 , 而 为 了 得 到 包含 
所 的 超 似 ， 则 需要 Zorn 引 理 , 最 后 为 使 超 锥 的 边界 是 超 平面 , 需 
要 一 个 相对 代数 内 部 非 空 的 条 件 . 

线性 空间 互 中 的 下 包含 俩 点 0 的 曲 锥 0 称 为 超 难 ,是 指 不 存 
在 包含 O 作为 真子 集 的 不 包含 顶点 0 的 廿 锥 . 

命题 1.4.8 西 锥 C 为 超 难 的 充 权 条 件 为 

OU 一 号 = 工 \f0l，on( 一 起 = 好. 
证 明 设 凸 能 0 为 超 锥 , 则 必须 有 
ONC-O0) -8g. 
否则 ,由 是 同 的 可 得 0EO， 同时, 又 必 须 有 
OU (C—O = 0}, 

否则 , 存在 oo# 0， mo 竺 CU (一 0)， 以 至 射线 0z0EOU (一 0). 于 
是 0 全 0m+G 有 O00 是 比 O 更 大 的 西 锥 这 与 0 是 超 锥 租 
矛盾 . 

反之 ,如 果 

CU(-0O -XxX\{0, CN(-0) -6, 

草 不 存在 zz0,， 使 得 


0 O04 OO, 
从 而 不 存在 不 包含 9 的 比 0 殉 大 的 是 锥 ,和 目 
推论 为 超 馆 的 充 杰 条件 是 ， 一 0 也 为 超 锥 .由 
推论 2 如 果 人 为 超 锥 ,那么 令 
D=(-0) U0), 
风口 与 卫 为 互补 的 是 案 、 莉 
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命题 1.4.3 设 西 集 玖 不 包含 0 那么 从 在 包含 反 的 超 锥 ， 
征明” 设 多 为 包含 羽 丽 不 包 全 0 的 凸 入 的 全 体 ， 那么 由 于 
AEE 各 ， 


故 儿 非 空 。 同时 在 避 中 以 包 舍 关系 为 序 关 条 时 ， 满足 Zorn 引 理 
的 条 件 ; 因此 ,由 Zorn 引 理 ， 宅 中 在 极 大 元 ,而 该 航 大 元 品 然 必须 
是 超 锥 . 上 

命题 1.4.4 设 0 与 DD 为 生 中 的 两 个 非 裤 互 补 是 集 ， 

M=C° ND, 

都 么 或者 尹 是 王 中 的 超 平面 ,或 考 于- 三， 

证 明 因为 0 与 如 是 目 集 ， 由 命题 1,3,8, 0 与 DP 也 是 上 是 
和 集 ,以致 站 O° 中 DD 员 是 旺 集 ， 我 们 位 进一步 指出 以 是 仿 射 集 . 
事实 上 ,由 局 与 忆 辽 补 , 可 待 

=X\D, DaX\O: 


《定理 1.8.7)， 因 此 ， 
M= EDI NT ON = TOU DY. 
著 存 在 zyE 用 ,xzE29, 但 * 迁 页, 则 sEOUDi， 不 妨 设 zE0', 
县 3E [&% 2)， 那么 由 定理 I 了 .3.9, YEO*， 这 与 9E 关 蔬 质 ,这样 
民 是 仿 射 集 . 
现在 不 芒 假 设 形 是 线性 子 空间 、 如 果 开关 开 ， 那么 存在 
PERX\H=0UD. 
内 于 06 有 豆 ， 则 必须 有 一 ?人 工 Wa; 否则 ,将 有 
PEOQC PICM, 
不 妨 设 pEOi， 出 必须 有 一 PE Di 否则 ,将 有 一 pE Ol， 以 敦 
0EL-p, pl EO, 
这 上 与 0E 了 Y 相 水 盾 . 
这 样 一 来 ,我 们 有 
PEO', ~“pED., 于 一 Cn 
从 而 由 定理 1.3.9, 易 证 - 
[一 tI NM YHE OO, 


Id 六 集 分 离 定 理 - 工 娠 ] 


[2 I NM VyED. 
《如 图 工 的 。 特别 是 ， 这 说 明 
一 0GUD=ln({p} UNH). 
最 后 ,由 命题 1.3.1, 可 把 对 上 的 
零 线 性 形式 延 拓 到 全 空间 开 ， 并 使 它 
在 P 上 为 二 即 存 在 尾 E 工 ”， 清 足 
< 人 一 1 7 一 由 
YowE€ MM. > 
二 此 ,下 是 超 平 面 ， 国 图 1.6 
注 北 一 三 是 可 能 的 ， 例如 , 取 0 为 定理 14.8.11 证 明 中 前 
弥漫 红 -4u( 易 证 它 是 Zo 的 超 锥 ), DP 一 《一 A4o)U {0}。 则 
前 = 站 {一 40)*U {0}} 一 于 ， 
下 面 证 明 本 节 的 主要 结 时 , 
定理 1.4.5 设 线性 空间 关中 的 凸 集 玉 的 代数 内 部 玉 ! 关 2， 
且 0 入 到 "那么 可 用 赶 平面 将 0 与 五 分 离 , 与 区! 严格 分 离 ， 
证 明 只 志 证明， 可 用 赵 平 曾 将 0 与 吾 ! 严格 分 离 , 事实 上 ， 
由 区! 基 上 同 集 , 04 玉 5， 故 根 据 俞 题 1.4.3， 存 在 包含 五 * 的 超 锥 
oO, 邻 


D- (C—O) Uy {0. 
刚 避 与 必 为 两 个 非 空 互补 西 集 , 生 由 命题 1.4.4, 于 =Cemn De 只 
可 能 是 超 平面 或 全 空间 ， 如 亲民 是 超 平面 ， 由 下 :0 可 知 ， 
下 严 客 分 离 0 与 及 '。 我 们 再 指出 天 不 可 能 是 全 空间 全 ,否则 ,由 
- HND=T 
可 知 一斑, 即 和 划 弥 当 生 得 下 (一 04 攻 ! 基 0,0 又 是 于 的 
. 凸 磋 于 集 ， 因 此 ,这 是 不 可 能 的 . 肯 
定 再 1.4.5 可 改进 为 于 证 的 定理 ， 
定理 工 .和 .各 设 凸 集 K 的 相对 代数 内 部 "产儿 ,有 0 
那么 可 用 超 平面 将 0 与 分 离 ,与 民 " 严格 分 离 。 
证 明 如 加 9af 玉 ， 那 么 Tin(KK 一 下 ) 为 了 的 宫 于 空间 , 它 
是 a 人 fE 的 平移 , 印 
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3 各 五 一 ro 十 LIin{f 忆 一 在 )， 
其 中 zo 在 lm( 玉 一 玉 )， 由 命题 1.2.1， 存在 避 EX", 满 是 
mt, wo =1 Kel, w=0, VE lintK—EK), 
这 样 ， 超 平面 


、 H={rEXIC, w=0} 

严格 分 离 ( 甚 至 强 分 离 )0 与 五 . 

如 果 DE sa 五 . 那么 

及 1==a 企 尼 一 lin 下 

为 立 的 子 空间 ， 闪 五 在 革 : 上 的 代数 内 部 非 空 。 在 子 空间 互 : 上 
利用 定理 .4.5, 则 可 得 到 oiE 于 1* 满足 
Xe, tO0, VIE Er 
由 命题 1.2.1, 个 可 延 拓 到 全 空间 于, 县 使 上 式 仍 成 立国 

利用 命题 1.4.1 立即 可 得 以 下 定理 . 

定理 1.4.6B( 瑟 集 分 高 定理 ) 设 4、 8B 为 线性 宅 间 王 中 的 十 
个 集合 。 如 果 4 一 吾 为 西 集 ， 

(4—B)"+¥ 区， 

且 0 和 全 (4 一 B)", 那么 4、 B 可 用 超 平面 分 离 , 0 与 (4 一 B)" 可 用 
超 平 面 严格 分 离 . 四 

注 “出 于 习惯 ,我 们 仍 称 定理 1.4.6 为 凸 集 分 离 定 理 ,但 在 定 
理工 4.6 中 实际 上 只 要 求 4 一 吾 为 凸 集 。 下面 的 例子 说 明 ， 当 
了 4 一 翌 为 有 非 空 代数 内 部 的 凸 集 时 , 4. 于 都 可 以 不 是 西 集 ， 也 都 
可 以 漫 有 代数 内 部 . 

例 令 工 一 及” 

{Cm, 2) | 1) Ca) ?= 1}: 
B={C8, go | (w+1)? (op 一半， 

那么 ”A4 一 B= 4+4—{{wl, 23) | (wl— 2 (we) 2 
(图 工作. 

推论 王 设 和 4. 吾 为 两 个 不 相交 的 有 限 维 非 空 凸 集 .那么 4.。 至 
可 用 超 平面 分 离 . 目 

因为 有 限 维 凸 集 的 相对 内 部 总 基 非 空 的 。 


推论 & 设 44. 刀 为 两 个 非 容 :而 案 ， +# 厅 有 目 
AN B=- Hi. 
亚 么 4、 刀 本 用 超 平西 分 
讽 , -和 本 用 超 平 耐 严 
分 离 . 

证 明 事实 上 , 这 时 涉 
为 非 空 代数 开 上 集 ， 从 而 对 
于 任何 EX, 小 -zw 也 是 
非 空 代数 开 凸 集 。， 因 此 , 出 
五 是 以 及 辣 题 1.3.1, 图 工学 

4 B= [JA -2) 
也 是 非 空 代数 开 上 是 集 ， 这 样 ， 
再 一 下 = (4 A), 
且 由 人 4 站 B=V, 而 有 04(4 一 BB). 明 

推论 3( 凸 集 承 托 定理 ) 设 4 为 开 的 凸 集 , 目 4" 加 ， 那 么 
对 于 任何 % 竺 47, 存在 2*E 于 ", 使 得 

| 

只 需 考 进 西 集 4 一 w, 并 注意 到 

(4 一 区 ”一 Ar—w, 
所 谓 凸 集 4 被 超 平面 互 所 承担 ,是 指 妇 器 在 玉 所 确定 的 一 个 
开学 空间 中 , 且 


HNAFG. 

如 果 还 要 求 《FE 下 ， 那 么 称 避 区 承 拖 本 互 014 中 的 元 迷 称 为 承 

了 区 沿 ， 推 论 3 说 明 4 的 每 个 “相对 代数 边界 点 "(aE A\A, 都 是 

和 4 的 真 承 托 点 . 

推论 2 不 能 再 改进 为 4" 生姜 ， 否 则 ， 册 于 单 点 集 的 相对 代 

获 内 部 是 非 空 的 , 会 使 定 理 1.4.5 没有 条 件 区 "天 扩 , 也 可 成 章 。 
但 是 利用 下 列 命题 柯 使 挫 论 2 得 到 一 定 程度 的 推广 

命题 1.4.7 设 A4、 请 为 线性 空间 下 中 的 任意 集 , 且 4n 兴 他 ， 


[28] 第 一 总 线 俐 空 司 由 多 下 集 


B"' 关 人 B， 那 么 

ATtBc(A+B)" (1.4,4) 
如 果 4.、 互 还 是 凸 梨 , 那 委 

mn 十 Bi (41B", (1.4,5). 

证 明 设 oE4", ws€ Bm 我们 证 上 明 

z1 二 wa 人 (4+ BY 

事实 上 ， 任 取 
hEaff(A+B) 一 (2 十 za]， 

那么 严 可 表示 为 


R= Me) 十 二 和 (十 ga) 一 到 一 ai 
这 里 Mt EE 


令 如 一 避 hE AAs 
ha— Sg wsE aff A — wg 
Fe 


则 轴 21E 4", maE B™， 存在 8>0, 使 得 
[es, m+ eA] A, lta, ta he] CB. 
因此 ， [za 十 ra，ma 二 za 十 st 十 za) 
C [ea，ca 十 51] + [va, wa ha] 王 过 十 至 
由衣 == 加 十 如 的 任意 性 ， 加 十 zsE 人 4 十 芭 ” 从 而 入.4. 坊 得 证 ， 
如 果 过. 吾 是 西 集 , 则 碳 二 如 也 是 凸 集 .根据 定理 1.3.6,， (4 十 
B)* 由 形 为 [ei+oa, 和 十 #2) 的 区 间 攀 成 .这 里 
TE A Ed, vaE B'', yaEB. 
但 [oat gs, Fy) [oa 2) ra, Ya) EA BS 
这 样 科 .4. 坎 成 立 ， 
定理 1.4.8 设 44. 旦 为 线性 空间 次 中 的 西 集 ， 
A Bi, 
且 A NB'= go. 
那么 , 4. 恕 可 用 通 平 而 分离， 4'、B" 可 用 超 平 面 严格 分 窒 . 昌 
事实 上 , 这 时 会 有 
0 4A"— Br (d—B)". 


弛 1.4 凸 和 集 分册 定理 Ll 


于 是 定理 14.4.8 扣 结 为 定理 工 .二 ,9. 

还 可 注意 ， 定 理 1.4.6 也 可 看 作 志 退化 为 点 0, BB 代替 为 
4 一 召 时 的 定理 工 ,4.8 的 特殊 情形 ， 

现在 由 论 强 分 离 的 条 件 . 基本 结果 好 下， 

定理 1.4.9 设 44、 为 及 中 的 两 个 非 空 集合 ，4 一 B 鸭 廿 
集 , (4 一 B)" 了 如 , 且 0 告 (4B):， 那 么 , 和 4、 吾 可 用 超 平面 强 分 
离 . 

证 阴 ”如果 0 全 af(4 一 动 , 则 已 在 定理 1.4. 记 的 讶 明 中 措 
出 了 0 与 4 一 可用 超 平面 强 分 离 . 

现在 设 0Eaf(4 一 B)， 取 woE (4 一 刀 ", 连结 0 和 mo 则 直 
0 和 (4 一 区 “5 存在 m1E (0, zo), 使 得 

[ey zo) SA- BY), [0, sD CHCA—B)°. 

这 样 也 用 生 (4 一 B)", 故 由 定理 .4.6 的 推论 3, 存在 民有 "， 
满足 


0D, ToL, md, YiE CA— BS (1,4.6) 
以 到 
DB < oy. (1.4.7) 


但 诺 &E 0， 2z0)， 可 知 zz=h0xz0， 这 里 EC0, 了 ， 因 此 ， 由 
mmE (4 一 BB)" 和 (I.4. 四 可 得 
Cr, o> LT, wi Mako, vo, 
从 而 Ket, wo><0, 以 致 《oi zg 访 之 0。 这 样 ,由 红 .4. 外 有 
SB co < 


mELd—» 
即 0 与 (4 一 B)° 可 用 超 平 面 强 分 离 ,特别 是 4.B 可 用 超 平 面 强 分 
离 . 由 
注 ”我们 不 能 指望 定理 了 .4.9 也 有 类 似 定 理 1.4.8 那样 的 推 
广 , 邯 认为 当 


A BB 人 作 ， N= 
时 , 4. 瑟 妇 可 用 超 平 面 强 分 离 ， 这 是 因为 不 可 能 有 
hr Bm (A+B)° 


Ts303 第 一 总 益生 空 洒 出 的 四 集 


这 样 前 -- 般 等 式 ， 下 面 基 一 个 反例 ， 
、- =B’, 4 一 Te 2 le 0}, 
B=-{w, 2) [et 六 > 个 
但 4.B 不 能 用 超 平 面 强 分 离 (如 
图 1.8). 和 
下 面 是 另 一 个 强 和 分 离 判定 党 
理 . 为 此 先 提出 吸 妆 和 集 的 概念 . 
王 中 的 集合 六 称 为 吸收 集 , 是 插 
0ETF'， 它 也 可 直接 定义 为 六 满 
图 1.8 足 条 件 
YEET, NN Yah, se or. 
定理 1.4.10 天 中 的 两 个 非 罕 是 集 4、 刀 可 用 超 平面 强 分 离 
的 充 要 条 御 为 .存在 互 中 的 吸收 凸 集 六 ,使 得 
At NB- GY. 
证 明 ”如果 这 样 的 下 存在 ,那么 4+F 是 西 集 , 且 由 
A AT 
可 得 《4 二 天 尖 好 . 
根据 定理 1,4.6 的 推论 2 存在 w*€ 了 蔗 *", 2* 关 0, 使得 
gap Xp, WOE veinf Ko", Yy 十 内。 .4.8) 
但 由 ww0， 放 存在 如 人 区 ， 使 得 
< zo) <O. 
由 信 大 吸收 集 , 存在 w>0 使 得 
vi wo/0EV, 
从 而 也 有 《wv', ws》 过 0， 这 样 , 册 民 .4.8 可 得 
Sup vo", > Ein Cp”, y+ Lo, my 二 Do yy, 
FE WE 成 3 所 过 


即 4. 避 被 瀣 分离 . 
反之 ,如 暴 存 在 办 E 室 "使 得 
Sp Cw", «><inf Cp", y>, 
+ 所 县 六 


那 


易 


且 


[L313 


把 令 so 办 一 《on 0 
太一 名 E 工 1 人， oy[< 时 ， 
证 六 是 吸收 是 集 , 且 
APINB-G. 
推论 ”如果 LB 为 两 个 非 空山 集 ， 
(4 一 加 "2 
0 (4B)°, 


那么 存在 紧 收 凸 集 , 使 得 
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(A+PINB-G. 


第 一 章 习 题 


， 设 互 是 线性 空间 他 的 趋 平面 ，42= 皇 是 屋 的 仿 射 集 。 试 证 明 : 或 者 
4 一 忌 ， 或 者 4= 五 ， 

、 设 有 五、 为 两 个 线性 空间 .4 下 地 了 为 线性 肌 射 4 中 ,BCY 了 为 醋 
个 空间 中 的 西 集 ， 试 证 明 ， 

4 一 也 ETL3zE4 4r= 欠 ; 
A {rEXIWEDB, 4%=y)} 

都 是 号 集 。 

， 设 筷 汶 nh 维 空 间 让 的 集合 ， 那 么 Hin 4(cone 4) 中 的 每 个 点 都 至 密 是 生 

中 的 # 个 点 的 线性 弓 合 (《 锥 组 合 );a 全 4(eo 如 中 的 每 个 点 都 至 多 是 4 中 
前 ?十 工 个 点 的 伪 射 组 合 ( 凸 组 合 )(Carathkodory 定理 )。 

， 试 证明; 如 果 半 是 代数 开 集 ,那么 二 的 凸 包 co 4 也 是 代数 开 集 ， 

， 试 证 明 : 如 聚 4 是 锥 ,那么 4 也 是 锥 . 

， 设 4: 有一 了 为 线性 空间 六 到 线性 空间 了 的 线性 映射 ， 且 A(X)=Y。 
如 果 4c= 开 是 代数 开 集 , 试 证 明 ACA4) CT 也 是 代数 开 集 ， 

， 诚 证 明 : 如果 4,8 为 下 中 的 两 个 不 相交 的 凡 集 ， 那么 存在 两 个 互补 本 
集 0.D, 使 得 4cO,，BcD( 角 谷 静 夫 -Stone 定理 )。 

， 试 利用 上 题 的 结果 证 明 凸 集 分 离 定理 。 

， 设 所 为 非 空 仿 射 集 , BB 为 凸 柴 , 且 吾 : 闻 旭 , 44 站 3 一 必 、 试 还 明 : 存在 
包含 互 的 超 平面 , 使 召 不 该 超 平 疝 的 一 个 { 邹 在 一 个 闭 尘 空间 中 )。 

， 设 首 为 凸 集 ，447? 玉 后 吾 为 非 空 凸 多 面 集 ( 有 跟 个 闭 尘 空间 之 交 ， 可 以 


可 中 的 凸 集 


和 反超 下 西 召 严格 公 离 4、B. 
Ei SS 绿 开 中 锥 ， 试 证 阴 : 天 在 吕 EEX*% 使 得 
她 从 二 0，YzEC- 
13. 设 O14 Cs 为 线 生 空间 六 则 的 两 个 四 锥 , 卫 
NOE= 名 ， 
非 于 可、 台所 入 "性 得 
Ct, DPEO VrEUS 
人 0 VEE Us. 
而 萤 + 中 一 0。 试 把 这 个 结果 推广 到 有 腹 个 凸 锥 狼 情 形 。; 
阴 、 试 在 己 ? 中 构造 凸 集 4、 忌 使 得 
上 十 好 关 (4 十 吾 ) 
人 租 . 设 才 . 忆 为 线性 空间 天 中 的 非 空 集合 , 且 庙 足 
~DATABEA, Viero, D. 
试 证 用: = ,4 二 
起 ， 在 定理 1.4.9. 的 证 让 A 刀 " 夫 好， 出 中环 一 阁 并 不 中 入 保证 本 
焦 4.B 可 用 超 平 面 强 分 离 。 试 指出 这 样 的 条 件 是 否 足 以 保证 凸 集 4, 驴 
直面 区 分 守 。 淄 析 以 下 芍 悄 也: 
到 一 及 4 A={(%, y, 2 ru, yD0, sO0, ery}y 
B=1(%, y, #) 17=0, < 一 本， 


第 二 章 ” 同 通 数 与 凸 规划 


$2.1 单 变量 凸 画 数 


在 讨论 一 般 线性 空间 上 的 是 函数 以 前 ， 先 在 这 节 中 讨论 实数 
区 间 上 的 单 变 量 凸 函数 . 
设 (& 四 忆 民 为 实数 轴 上 的 开 区 间 ,， 一 cog<5 所 二 co、 隆 
数 f， (a, 5) 一 尼 称 为 (a, 人 上 的 区 西数 ,是 指 
FT Dt hy) < A MF en) TAF Cw), 
Ya wa E x, ai TAE [O, 1], 
它 的 几何 意义 为 其 加 象 是 下 凸 的 (各 图 2. 了 ). 


| (2.1.1) 


Ee A 


下 
1 一 入 2 二 ra] 


斗 - 一 一 一 一 一 一 ~ 


如 果 亿 寺中 的 不 等 号 葵 终 是 严格 的 , 那么 了 称 为 2, 玉 上 
的 严 烙 凸 函数 | 如 果 一 y 是 (sm, 8) 上 的 帅 函 数 ,那么 9 称 为 (a, 臣 
上 的 站 函数 此 外, 还 可 任意 , (2,T. 卫 也 等 价 于 更 强 的 不 等 式 


fn )< 训 hf 
Vas 0 oo€ C0, D), Ny 1 hE LO, ,NL 
命题 2.4.1 为 (a, 从 上 的 呈现 数 等 价 寺 下 列 条 件 中 的 任 


何 一 个 : 
站 Va taE a, b), Tog VEE CL co， 
LDO 二 Fa) 一 全 (2.1.2) 


人 一 册 人 一季 
部 左 闫 商 不 大 于 右 差 商 . 
i) Ye, Sa€ Ca, bP), war YEE (mr, ta), 


LOPLI 一 fo i 


Ww Wa — Bi 
即 右 差 商 当 自 变量 益 分 减 小 时 是 不 增 欧 . 
这) Yer ms€ (g, b), go>m, VEE (mi, a), 
(21) —f (wa) < —/ (va) (2.1,4) 


一 to PT—Tg 
妓 左 差 高 当 日 变量 差分 沽 小 时 是 不 沽 的 . 
iv) PC 区 = 全 ,ozg 作为 或 y 的 函数 在 


{gw， 丰 上 不 减 . 
证 明 设 s 一 红 一 为 入 十 和 ts， 风 全 .人 3) 等 价 于 


TED) fa2) 了 Cos) Ff (8) 
和 (oa 一 20) < —ax) 


Wm fat hs) (LN) AF Coa). 
2.1.8).《3.1. 汪 的 证 明 类 似 ,iV) 只 是 了 ~ 让 的 统一 狼 述 ， 痢 
命题 2.1.8 设 / 为 (ow, 孙 上 的 凸 函 数 ， 那 么 jf 在 (a, 了 上 
处 处 左 , 右 可 导 , 从 而 处 处 连续 。 同 时 ,其 本 .上 导 数 所 、 户 满足 . 
Ya, Wa a, b), Wis, 
CD PAGCOR A 
Tg 一 2 


Jn) Sf (ea), (2.1.DD 
证 明 ”事实 上 ,良和 .1. 切 与 (2.1.3) 可 知 , 当 2>za> 时 时 ,有 


Pl) ~ lm LOL) 


> Ta 


inf 上 (2) 一 下 (03) >、 了 (za) 一 at) ， (2.1.6) 


ge Vy 8 一 9 


一 


5§2.1 单 变量 凸 函 数 [£351 


同 祥 ,由 (2.1,) 与 (2.1. 人 可 知 , 当 %w< 之 zy 之 wa 时 ,有 
fe 


一 时 


一 Su 了 = = ey) < (sa) 一 rm (2.1.7) 


we, Caw 
二 各 的 任 总 性 ， 信 .多 各 .1 站 同时 了 者 出 了 了 在 
(a, 本 中 处 处 左 、 右 可 部 ， 再 由 名 灌 - 习 一 个 灌 . 光 易 证 , 当 呈 <a 
时 ,有 下 式 成， 
Fle) po) > fay), 


Tf po 


命题 2.1.2 前 北 也 成 立 ， 其 证 明 需 要 下 询 推 广 的 中 值 定理 ， 
引 理 .1.8 设 (w, 耻 上 的 连续 函数 了 处 处 有 右 导 数 f。 那 


让 
Ea “(fe gup, 大 从， 
Yes, xz 后 0), 
征明 首先 证 明 ,如果 (al ws) 上 的 连续 函数 Wo 处 处 有 多 ， 
上 且 
gD 0, YeE (Cm, wa), (2.1.8) 
那么 
Vo EE {my a), mm 9 gm ). (2.1.9) 
事实 上 ,这 时 有 
YEE (ty, wa), Ye>0, 36o>0, YEF0 8], 
IGA dn 
于 是 设 


WespivE [mM, wel {g() — 9g) > — er—a)}, 
那么 必须 有 好 一 允 。 否则 , 有 << 坟 ,从 而 由 w' 的 定义 和 gl9) 的 
连续 性 ,可知 
gy) — (0) > — sv — mm). 


[36] 第 二 章 “ 凸 本 数 与 西 规划 


而 对 于 w'， 又 存在 ss>0,， 使 得 
YRETO, Bo , yw th) — gw) — eh, 
以 至 RD) 一 的) 尖 一 a(o 二 下 一 邮 ) 
这 与 2!' 的 定义 相 矛 盾 ， 这 样 一 来 ,就 有 
8 地) 一 9 之 一 8(o 一 本) 
由 的 任意 性 , (3.1-9) 得 证 ， 
现在 令 M= sup T+ (7). 


到 


那么 gw) i —f wv) 
满足 人 .工人 的 ， 因 了 琵 , 击 (3.1.9), 当 

人 CoE Ci Wo), Ww 
时 ， Mo—f ro) MH), 
由 了 的 连续 性 , 即 得 


(ca) 一 re) < 于， Sup, 六 (四 ， 


Ta 一 2 Et 


再 令 om ipt A 


对 Cv) fC Tg 
作 同 样 讨论 , 引 理 即 得 证 . 国 
定 捍 2.1.4 了 是 (4, 纺 上 的 凸 医 数 的 充 要 条 件 为 了 在 (wo 中 
处 处 左 . 右 可 导 , 且 其 左 . 右 导数 .六 .所 满足 
Yeo, waE Cwm, DB), tara, 
， ACA mC 
六 GD) < 


fra) Ef Cra). (2.1,5) 
证 明 只 需 证 明 充 分 性 ， 事 实 上 ， 和 由 引 理 2.1.3 和 (2.1.5)，, 
立即 可 得 
Yor, waE (Ca, B), waa, VEE (tr, oa) 
, = LO sp fr WE nf OS 


因此 ， 汪 语 是 2. I 了 为 (m， 咏 上 鬼 丁 函 区. 上 
推论 1 没 了 汶 (gm, 5) 上 的 可 导 函 数 。 那么 是 (oa 只 上 的 


§2.1 单 变量 凸 函 煞 L837] 


囊 库 数 的 充 到 条件 为 了 《zm) 在 Ca， 丰 上 不 减 . 是 

推论 和 设 了 为 (a, 5) 上 的 二 次 柯 导 函数 ， 那么 是 (4, 站 
上 欧西 函数 的 充 要 条 件 为 

0D YecEkom 60). 

推论 3 设 ,为 (a, 了 ) 上 的 凸 菠 数 。 那么 了 在 (a, 四 上 至 多 
除 可 数 个 点 外 ,处 处 可 导 ， 

证 明 了 了 的 不 可 导 点 即 

(eo) Ff 4 Co) 

的 点 zoE (wm 想 ， 由 C2.1. 加 可知， 在 了 的 任何 两 个 不 可 导 点 wo、 
mE (gw 天, 区 间 ( 六 (Geo 六 Geo) 和 (六 人， 六 Co) 不 相交 , 从 
而 这 释 区 间 持 多 只 有 囊 数 个 目 

注 1 把 上 面 的 论证 中 的 不 等 号 改 为 严格 不 等 号 , 即 可 相应 
地 得 到 一 系列 有 关 严 格 凸 函 数 的 鲁 果 ， 攻 

注 2 用 定义 站 往来 判断 一 个 函数 是 不 是 凸 函 数 , 往往 是 很 
困难 的 ， 但 是 用 定理 2.1.4 的 推论 1 和 2 来 浏 断 一 个 光滑 函数 是 
香 凸 , 则 是 相当 简便 药 ， 在 实际 应 用 中 , 常常 先 用 导数 来 肯定 函数 
欧西 性 ， 然 春 , 反 过 米 引 出 它 必 定 满足 是 性 不 等 式 ， 例如 ,利用 二 
阶 导 获 ,可 以 背 定 Y 一 税 汉 xl1 时 是 (0，co) 上 的 凸 画 数 。 因此 ， 
下 列 不 等 式 成 立 , 

haw 二 
Vo) Ln, Yh ,hE LD, 4, tt hl 


+ i 十 
特别 是 《名 < 全 Yi, 0 
如 时 用 知 , 这 类 不 等 式 的 直 释 证 明 是 不 容易 的 .加 
注 3 尽管 凸 首 数 总 是 至 多 除了 可 数 个 点 其 外 ， 处 处 可 导 , 但 
它 的 导数 却 可 能 在 一 个 处 处 义 窗 的 集合 上 不 存在 ; 例如 , 设 rn} 为 
直上 的 有 理 数 全 体 ， 
we>0m -Ll, 3 m0. 


令 To 一 om Ye 可. 


工 


[sas] 第 二 这 是 网 数 与 是 规划 


jy 四 -| rm YoER. 
那么 , 由 于 9 为 递增 函数 , 了 为 凸 范 数 但 了 在 广 有 省 理 点 上 都 不 
存在 导数 .由 于 这 样 的 函数 存在 , 我 们 一 般 元 法 讨论 蚂 孟 数 的 二 
阶 导 数 , 然 而, A. AL. ATexscanxpoB(Yu. Sa TY. Cop. MaTerr., 
6(1936)，3-35) 指 出 , 凸 通 数 却 几 平 处 处 存在 二 惟 逐 近 , 即 
OPTCHEE 《2 一 ao) + 于 Me 0) Cp — po)? 
+otle~— wol’), 

于 是 也 可 以 说 ， 凸 函数 几乎 处 处 有 上 或 意义 下 的 “一 阶 导数 " 
jo). 

在 这 一 节 的 最 后 ， 我 们 再 把 孙 数 的 是 性 与 图 象 空间 中 的 凸 集 
联系 起 米 . 

设 f: (w, 5) 王 嫩 为 区 间 (@, 5) 上 的 函数 。 我们 称 疼 人 象 空间 
RR? 中 的 集合 

opif—{(%, W ER loE (a, $), fC2) < 

为 子 的 十 图 (epigraph)， 

命题 2.1.5 了 在 (%, 5) 上 是 等 价 于 epif 是 杏 s? 中 的 凸 集 . 

证 明 设 了 为 Co 可 上 前 凸 两 数 ，(o， 切 ) (wa, pa) Eepiff. 


| 
的 Zs, Wa Elm, b), fF (m1) EW, Ft) Sys, 
出 (2.1.1)， 
FAT Mv Na) EL — MF 0) tA (wa) 
< (TL-D+Ms, ThE [0, 1], 

即 (LM Cp, Y) tA, Yo) Eepif, YAE LO, 1]. 
因此 , epif 为 点 集 . 

友之 , 设 epiy 为 凸 集 、 则 由 于 对 于 任何 

2 WaE la, DD), (mr (0 )， (sa fF (v9)) Eepif, 

放 (1 (my Fe)) + hs, f(rs)) Eapif, YAELO, 1. 
因此 ， 

FUL Moa ho) (LM v0) th 0), YhELO, 11, 
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[1 

命 王 2.1.6 设 f 为 (gs, 5) 上 的 凸 函 数 、 那么 对 于 任何 me 
(wm, ,存在 aE 巡 ,使 得 

Fe) —f Cm) oe — v0), YoECG, b). 
证 明 ”由 命题 3.1.5, epif 是 凸 集 , 厢 
(oo Fm0)) FE (epif)'¥ TD. 
因此 ,由 同 集 和 分 离 定 理 1.4.8, 存在 (oy, oa) ERB"*, 使 得 
om + ray ove oof wo), Vr, YW) E epl 
:因为 y 可 任意 大 , 故 为 使 上 述 不 等 式 成 立 ,必须 有 os 号 0， 和 担 @ 也 
不 能 为 零 , 否则 ,由 
《co f C80) +8) E (epi Ff) 
上 述 不 等 式 不 可 能 成 立 ， 因此, ma<0， 歌 es 一 aa/ 一 ws， 即 得 
2 一 Fo >>at 一 5o Yeo, YE epi FY 

由于 乡 可 任意 莫 近 六 om ， 故 命 征 得 证 。 目 

碟 命 题 的 证明 可 兄 , 这 里 的 w 就 是 凸 梨 epi 在 点 (oo, 了 (v0)) 
葛 承 托 直 绢 的 斜率 . 

引入 下 列 记 号 ， 

af lwo) = fa ER fe) ~f m0) oe —a), YoE la, b}, 
并 称 它 为 本 数 了 在 点 oo 的 痰 可 刘 ， 命 题 2,1.6 说 明 , 对 于 凸 函数 
来 涪 , 好 (me) 总 是 非 空 的 . 

命题 2.1.7 设 了 为 (%, 队 上 的 凸 函 数 ， 那 么 

RCIACOR ACHI I LAA 
证 明 设 


aE [fso), fa (m0)], 
别 当 =>zo, 出 名 .1. 想 可 得 


Lp (eo) > 
当 w<mo, 由 (2,1， 得 
Loi A (Cod < 


[和 了 第 二 章 ” 凸 苗 数 与 凸 规划 


即 fH) —f 0) at 一 zol YoE to, 6), 
反之 ,如 果 wEBFCro) ,网 同样 由 C2 民国 ,有 
fed nt A emsap A 


pp TO— To 
一 六 (Geo)， 
即 wE [Co freo)]. 
命题 3.1.7 说 明 ， 次 微分 Bf 这 个 争 念 可 看 作 导数 概念 的 推 
广 ， 上 是 函数 了 在 点 me 可 导 当 且 仅 当 好 (zo) 只 包含 一 点 ， 以 后 我 
们 将 把 这 一 概念 推广 到 一 般 情 形 . 
作为 这 节 的 结 来 ， 我 们 还 应 指出 ，(《2.1. 了 也 可 作为 团 区 间 
Ls, 开 上 的 西 函 数 的 定义 , 即 人 允 许 zx was 取 4 或 闭 区 同上 的 由 
函数 在 区 六 内 部 的 性 态 当 然 仍 如 前 面 记述 的 一 样 。 但 是 在 区 间 欧 
端点 上 , 西 画 数 不 但 可 以 没有 单 边 导数 , 甚至 可 以 不 过 续 ， 然 而 ， 
仍 可 指 划 , 它 必须 在 端点 上 上 半 连 综 , 邯 
Fa) >lim sup f (%), FCB) >lim sup / (%). 


其 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 


“2.2 线性 空间 上 的 凸 函 数 


现在 讨论 线性 空间 上 的 凸 表 煞 .由 于 线性 室 间 中 只 有 代数 结 
构 , 我 们 不 能 在 其 中 讨论 凸 函数 的 连续 性 和 可 微 狂 , 从 而 在 上 节 中 
单 变量 此 西数 的 大 部 分 柱 质 都 只 能 在 引进 拓扑 后 的 线性 空间 中 才 
能 推广 ， 这 将 在 第 三 章 中 般 述 ， 本 节 中 所 论 及 的 只 是 凸 评 数 的 
“代数 性 质 ” 

设 豆 汶 线性 空间 互 中 的 一 个 凸 集 ， 至 上 的 函数 瑚 五 一 本 称 
海 曲 总数 ,是 指 对 于 任何 

za, LaEK, gO) 一 (oz 十 os 一 0 )》 
是 #E 部 , 可 二 的 本 画 数 ， 它 也 洒 直 搂 定 义 为 
Vo maEF, VAE ED 1 , 
FT -Mat hm SIF) Th ea) (2.2.1) 


$2.8 线性 空间 上 的 耳 冰 至 £413 


同样 也 可 定义 严格 凸 画 数 与 町 丁 数 ， 与 以 前 一 样 , 《2.2 力也 等 价 
于 更 强 的 不 等 式 : 
Ya oa ER, Yhas 7 ha ELO, 11, 名 nl, 


f(s) en. (2.2. 习 


线性 空间 上 的 是 庙 数 也 同样 联系 着 图 象 空间 及 x 屋 中 的 一 
个 是 集 . 设 f. 下 一 好 为 所 了 上 的 丁 数 。 那 么 卫 x 妨 的 子 集 
opif = {te, o EFLXReEE, fae)eoa} (2.2.3) 
者 为 了 的 上 图 ， 于 是 同样 有 
命题 8.2.1 了 是 凸 亿 不 己 世上 的 是 西数 当 且 仅 当 丫 的 上 区 
epiy 为 伍 X 尼 的 是 集 . 目 
证 明 与 单 变量 的 情形 完 爹 一 样 . 
利用 上 图 前 锋 念 和 命题 3.3.1T, 我 们 也 可 以 用 “epif 是 凸 集 ” 
来 作为 凸 函数 前 定义， 这 一 新 定义 的 好 处 还 在 于 ， 它 可 把 凸 画 煞 
的 概念 推广 到 取 广 义 实 秆 (号 U { 土 co}) 的 函数 , 对 于 取 广 义 实 值 
的 是 函数 用 定义 (2.3. 了 ,会 过 到 (十 coo) 十 (一 00) 等 不 定 运 算 , 但 
利用 上 图 由 不 会 有 此 困难 ， 不 过 ， 刀 轩 对 土 co 的 运算 , 除了 作 禾 
常 的 规定 , 
YaER, (+o0)+a=+o0, (--00)+a= —o0,. 
(Fo tlt) = + 《co) 十 (一 oo) 一 一 oo， 
YX>0，XNfT+eoo) 一 二 co， 一 MT+Tec) 一 一 so， 
0 十 co) 一 0 一 co) 一 由 


此 外 , 再 规定 

《+oo) 二 (一 oo) 一 十 oo， .23 和 
那么 ,不 难 验 证 ,用 (2.2.1) 米 作为 到 广义 实 值 的 晤 函数 的 定义 , 仍 
有 命题 3.2.1 成 立 ， 


把 是 函数 的 值 域 扩充 到 如 JU { 士 cc} 以 后 , 还 可 看 到 任何 凸 集 
五 上 的 凸 本 数 都 可 用 下 列 方式 延 拓 到 全 空间 马 , 而 成 为 于 上 的 
凸 通 数 : 


£423 ， 第 二 章 ”目测 数 与 凸 规 划 


wvEE: 
Sh ee 


十 seo， 当 w 和 E 慷 . 
这 举 一 来 , 以 后 只 需 讨论 全 空间 卫 上 上 的 取 广 义 实 值 的 凸 函 数 、 只 
体 地 说 ,说 数 
RR jf: 人 >RU{to0} 
光石 上 的 杏 亏 数 , 是 措 其 上 图 
epif = {(%, &) ET x RI) oa} (2.2.5 
为 了 x 尼 申 的 凸 集 , 或 者 


Ye ws, YAETO, 11, 
TOTOmT Ra) SLM oD) thf ms), (2.2.0) 
其 中 对 十 ce 的 期 1 法 运算 ， 除 信和 铂 常 用 的 规定 的 人 外， 还 昼 循 
(2.2.9. 
注 怖 注意 的 是 ,对 等 式 (2.2, 引 只 许 用 “消去”, 即 
《二 oo) 十 (一 ce) tae= +oot%, YaoE RU {to0}, 

但 不 许 用 “ 移 项 ”"， 即 不 准 把 (2.2.4) 的 两 端 中 的 项 移 到 另 一端 去 ， 
例如 ,把 右 端 移 到 左 端 得 到 
+o) (一 co) 一 (tceo) 一 0 

或 把 左 端 的 一 项 移 到 省 端 得 到 
一 ee 一 七 o 一 (上 co) 
| 
对 于 是 函数 产 王 一 召 UT{ 士 co 下 列 互 的 集合 

domf— {suEXIf() 下 

称 为 了 的 闪闪 开 ;不 取 一 oo， 且 
dom 天 好 

的 凸 画 数 称 汶 识 囊 函数 真 凸 函数 实际 土 是 真正 有 意义 的 凸 函数 . 
部 果 广 是 凸 函 数 , 但 不 是 真是 函数 ,那么 误 者 了 (zw) 三 十 co, 或 者 存 
在 moEdomy , 使 得 f(ze) 一 一 c。， 谢 在 后 一 情形 ， 对 于 尾 何 GE 
tdom 方 "， 存 在 3>0, 使 得 

一 加 十 (5 一 00) Edom Ff, 


3.3 线性 空 局 上 上 的 凹 区 落 [48) 


战 而 i 
岂 此 ,由 全.2.6)， 
FO) ST foo 一 oo。 


这 样 , 了 只 能 在 gom 上 的 相对 代数 边界 污 
emf (ou Ff) 


上 取 有 限 值 . 
命题 3.2.2 设 fi (一 1,…, 们 都 是 线性 室 间 于 上 的 凸 酉 
数 ， 那 么 ,对 于 任何 之 0G= 工 …, n)，, 画 数 


和 a 
fmfs sf) YoEX 


也 蚌 于 上 的 是 函数 ,其 中 加 法 运算 遵 征 (2.2.4), 腹 
命题 2.2.3 设 f (GE 六 都 是 线性 空间 互 上 的 凸 函 数 ， 那 
么 函数 
f=sopfe whrsup Hit), Yo (2.2.7) 
也 是 苹 上 的 凸 函 数 , 特别 是 , 仿 射 函数 (线性 形式 与 常数 函数 之 和 ) 
族 的 上 包 络 是 是 函数 ,这 香 上 包 络 是 指 用 (人 2.2.7) 方 式 来 定义 的 话 
数 . 划 
证 明 由 定义 即 得 .命题 3.2.3 适 十 用 (2.2.6) 来 证 明 ,而 命题 
2.2.8 贡 适 于 用 上 图 来 证 明 , 因 为 下 列 等 式 成 立 ， 
epi(sop fo —[ epif,. 
在 此 锋 出 ,命题 3.2.3 的 后 半 部 分 的 道 在 一 定 条 件 下 也 成 立 ， 
即 在 一 定 条 件 下 , 止 琢 数 可 表示 为 仿 射 亩 数 族 的 上 包 络 , 
命题 8.2.4 设 了 为 线性 空间 互 上 的 嘉 凸 函数 ， 
(dom .六 ”学 多 ， 
所 (由 表示 所 有 有 不 大 于 f 的 仿 射 画 数 全 体 ， 即 waE4( 廊 表示 存在 
中 下", ou 和 本, 使 得 
dm) = To 2), YeeET. 


那么 
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Fm) op wlw), YoE dom PT, (2.2.8) 


证 明 此 命题 的 证 明 与 命题 2.1,6 的 证 明 类 似 。 事实 上 , 只 
锅 证 明 ,对 于 任何 woE (aom 万 ”存在 mmE4kP， 注 足 
asfao) =f (10), 
首先 ,由 (dom 及 ”六 好 ,可 指 贡 (opi”“ 关 局 ， 这 是 因为 可 以 
验证 
Copi fr {Co, 四 GE 七 x 民 laEtdom mo FC) ee. 
《2.3.9) 
为 此 , 设 (w, 风 注 是 o€ (dom 六 nm Fo) <a， 那么 对 于 任何 
(Cy, BEaff epi fF — (ze, o) Tlaff domf —2) x BR, 


存在 8>0, 使 得 
+6y Edomf, 


以 至 对 于 任何 a&E(0, 了 ), 有 
f+ady) — (at a8) 
=f((1—a)r+ (s+) ~ (a+ e088) 
拟人 一 Se tef (w+) - (1 —s)e—es(oetda) 
= (Le) (fm) ~ + ec. 
这 里 6 与 8 无关， 上 式 右 端 当 8 充分 小 时 是 负 的 ,从 而 有 
38>0, [lw, 中， 人 o) +e5ly, B)] Copif, 
即 (2, 0) E (opi DD™, 
此 外 , epiy 中 其 他 的 元 索 显 热 不 在 tepi 万" 中 , 汝 此 ，(2.2.9) 成 
立 ， 
其 次 ， 由 (wo, 了 (we)) 生 (epi 9"， 故 由 此 集 分 离 定 理 1.4.8, 
存在 lw，7") EZ" x 有 RB", 满足 
Ce”, Sop HP (wo) Se, oa, Wm, ow) Eepif; 


(3.3.10) 
Co", woo + VF (v0) <《z o>+ Ym, (go E (epi fF) 
(2.2.11) 


让 这 两 个 不 等 式 , 必须 有 >0, 否则 ,由 可 任意 大 ,上 述 两 式 不 
可 能 成 立 ， 同 时 ， 入 一 0 也 不 可 能 , 否则 ,此 


mm 
FE 
i= 


82.3 线 注 定 间 上 的 轧 冰 问 


(xo, f (20) + 8) € (epi )™, e>0, 
也 便 (2.2.13) 不 成 立 ， 这 样 , 六 0、 令 
ci 一 一 人 To (2.2.I3) 
则 下 人 2.2.10), 将 有 
ee) Sf), YrEdomf, 
因 汪 ,#4 ,县 由 (2.3.13， 
ceofzo) = ze) 。 且 
推论 识 凡 所 一 吾 为 王 上 的 止 函 数 ， 那 么 
f= Rat， voEX, 
命题 2.2.4 及 其 推论 说 明了 同 函 数 实 质 上 结 掀 是 很 饮 单 的 。 
但 是 即使 对 于 (dom 放 " 半 人 2 的 真 此 卫 数 , (2.2.8) 也 不 能 推广 为 
Fry = Sap, «0), YzEdomjf 或 芋 . 
人 情 如 , 革 一 呢 圭 的 真 西沙 数 : 
0, 当 w EC—1, 1); 
| 1， 当 w= 土 1; 
十 ce， 当 [lz[> 工 
那么 在 2= 士 I 时 ,上 述 等 式 是 不 可 能 威 立 的 ， 下列 定理 指出 了 等 
式 成 立 的 充 要 条 件 . 
定理 2.2.5 设 产 互 一 吾 U{+ecef 为 互 上 的 任意 函数 ， 
dom f={wEIf) < 0}, (dom I" 
那么 ,存在 一 族 仿 射 函数 ao $5EI, 使 得 
(oO 一 sp vy), VTETE {2 .2,18) 
的 充 要 条 件 为 epi 下 是 代数 闭 凸 集 . 
证 明 ”如 果 (2.2.13) 成 立 , 则 
epif =[) opi 四。 
但 每 一 epia; 都 是 闭 举 空间 ,所 以 epi 是 代数 闭 凸 集 . 
反之 , 设 epif 是 代数 闭 山 保 ， 出 假定 (dom 了)" 因 他 ,可 同上 


面 一 样 证 明 
epi 廊 " 尖 隐 ， 
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划 对 邓 任 何 zoEdomy 和 8>G 由 
(Geo f (00) — 5) Epif = ep: ))” 
利用 目 集 强 分 离 定 理 1.4.9, 可 求 得 (2*, 7 小 EZ"xX 尼 ', 使 得 
Co’, mor EI (po) -及 < 人 e+ Te, Vr, 0) Eopif. 
问 前 面 一 样 讨论 , 仍 可 得 到 >>0. 令 全 
人 一 一 人 oP/ Pe ao (Fle0) 0) NA 
于 是 ccusE4( 门 ， 昌 
ave(an) —f C0) 一 8， 
虫 8 的 枉 党 性 , 这 就 证 明了 
Fw) 一 np,et， YREdom7, 


还 需 指 坦 , 当 了 twD 一 十 oo 村 ,也 有 ~ 
a 
事实 上 ， 这 时 m4 全 dom 了 ， 从 而 对 于 任何 8EBR, (m1 B) 折 opif. 


再 利用 定理 1.4.9, 可 求 得 ( 生 ,，71) E 互 *X 避 使 得 

el, IVE, wTia, Yr, o) Eepif., 
与 前 面 一 样 ， 我 们 仍 有 难关 0 如 时 始终 有 ?>0, 那么 由 于 局 可 
任意 大 ,就 有 


Ye 
但 是 现在 可 能 有 演 =0。 这 时 ,利用 强 分 离 条 件 , 则 有 
inf ks， 2 一 0》> 一 3>0. 
或 、: 、 
D6 — a, 了 一 nm， YoE dom f. (2.2.14) 
由 上 面 的 证 明 可 知 , 4( 几 到 好 , 邦 存 在 
ot) — aes, 2 + TEE ACN, 


且 
So) ed, 办 十] YoEX. (2.2.18). 和 
把 (2.2.15) 的 两 问 加 上 % 信 的 (2.2,14) 的 两 端 ,于 是 有 
ft, tH TT Cm, sd, Yo Edomf. i 


令 te nt) = Cp, YTS nd — Co, tO— >, 


全 2.3 访 性 空间 上 的 局 曾 莎 L473} 


则 go,E4t), 且 
Ginn (za = 8, wD Ed, 
因为 % 可 任意 大 ,这 就 证 明了 


人 aa 一 十 co。 自 
1) 


在 这 节 的 最 后 证 明 下 面 与 弘 性 形式 延 拓 有 关 的 著名 定理 : 
.定理 .3.6(Hahn-Banaeh) 设 荆 为 线性 空间 下 的 子 空间 ， 
于 是 天 上 的 走 晤 区 数 ,县 


(dom AI"N LG. 
如 果 工 上 的 线性 形式 人 EZ*, 满足 
VoEL, wt, DE fr), {2.,2.16) 
那么 奏 在 2*EX*, 满足 
Vi 区 五 《一 < gy (2.2.177 
YoET, Km, wy EF CD). (2.2.18) 
证 明 设 


4mepimfG 办 和 下 xx 如 [Po 天 oh 
召 一 Tao ER XERIvEL, Ci, ot}, (2.2.19) 
那么 4 是 凸 集 , 且 正如 前 面 已 指出 的 
A ={(r, OE (om 站 Flo) oa} FG (2.2.20) 
加 是 下 x 尼 上 的 子 空间 ,从 而 
B= B30. 
至 出 (3.2,16) 和 <2.,2,19),{2.3.20) 可 得 
A N B= 人 
这 样 一 来 ,由 定理 1,4.8，4、Bnm 一 下 可 用 超 平西 严格 分 离 , 即 在 
在 


C2, TOE Xx BR:, 
人 ,DE 
0, DY Lm, yhLg", w+ Ye 
VyEL, Ve, aE An, } Bs 
由 工 是 子 空间 ， 示 如 果 y+*0, yE 荆 ， 则 也 有 YAER, WyEL, 以 
至 人 2.2.31) 定 端 必 须 恒 为 符 , 邯 
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Ce" yrE, 一 WYyE Lb, (2.2.22) 
Ce +70, Ye o) EAA". {2.2.23) 
另 一 方面 ,出 于 (2.2.23) 中 必 可 任意 大 , 故 必 须 有 7*>>0. 
而 又 由 于 (aom 六 5 工交 阿 , 不 可 能 有 冤 一 0 否则 ，(2,3.22) 和 和 
名,2.23) 不 能 同时 成 立 ， 因 也， XY>>0， 最 后 , 令 
El ta 
由 (2.2.22) 和 (2.2.23) 容 易 验 证 (2.2.17) 和 (2.9.18) 成 立 . 看 


$2.3 次 线性 函数 和 Minkowski 画 数 


有 一 类 特别 重要 的 凸 函 数 产 七 一 如 JU Tece, 称 为 次 线性 
前 数 ， 它 满足 ， 


站 Ye€EZ, Viz0, 了 一 /Co | 
过 Yat 区 Et 二 FoD 十 Fe)， 《次 可 加 性 ) 
(2,8,1) 


性 何 线 性 形式 ( 沙 数 ) 当 然 都 是 次 线性 画 数 ， 上 反之 , 易 证 ， 如果 
六 于 > 忆 ,， 且 了 和 一 部 是 次 线 此 函数 ， 那么 了 一 定 是 线性 函数 ， 
出 定义 (2.2. 介 式 出 发 , 可 验证 次 线性 国 数 必定 是 凸 画 数 ， 于 
是 次 线性 函数 本 质 上 也 将 是 伪 射 函数 族 的 上 包 络 ， 但 由 于 次 线性 
函数 了 还 一 定 满 足 .7(0) =0 等 条 件 ,我 们 还 能 得 到 更 强 的 结果 ， 
命题 2.3.1 设 线性 空间 下 上 的 函数 了 人 芒 一 RU {+0}， 
县 0E (dom 有 )"。 那么 了 是 次 线性 函数 的 充 要 条 件 为 ， 存 在 一 族 
线性 形式 好 E 定 5 tiET 使 得 
了 了 ~sup 《ot, WY YEE TI. (2.8.2) 
证 明 ” 如 果 避 .3. 信 成立, 那么 了 显然 满足 (2.3. 了 ), 因 而 是 次 
线性 画 数 .反之 , 令 
L(A ET |, oy), YoE TE}, 
并 指出 当 了 是 次 线性 函数 、 上 是 满足 0E (dom 万” 时， 
fm) ~ SOp, Co", >，VaE 三 。 (2.8.8) 


8.8 次 线性 通 数 和 Minkowski 通 数 [49] 


为 此 ,首先 指出 : 当 woEdom 时 ,存在 起 Cf), 使 得 


Cems, wo> 一 fo) 《2.8. 作 
事实 上 , 设 厂 一 { 扣 开 [2 一 Meco hE 配 }， 史 srE 五 定义 为 
Cos, Nooy hf C00), VAER,. (2.8.5) 


划 当 %>0 时 ,由 了 的 正 齐 次 性 ,有 
Xm, Neo =f hao) . 
当 和 <0 时 ,由 子 的 正章 次 性 和 次 可 加 性 ,又 有 
Xbr, hro> = —f(—heo) < fAro). 

基 此 ， Soir, wo Fo), VeEL. 
因为 0E (dom 让 "NL, 该 由 Hahn-Banach 定理 2.2.6, 存在 
m5ED(f), 并 洪 足 

of, = 0, 2, YoEL. 
由 (2.3. 引 可 知 (3,3. 名 或 立 , 于 十 信 .3.3) 对 wEdom 玫 成 立 . 

还 需 指 出 , 当 mdom 了 时 ,对 于 任何 B> 0 存在 习 Ez( 方 ， 
使 得 《ei, m1>>B8， 这 时， 我 们 必定 有 一 m1 对 domf， 否 则 ,由 
0E€ (dom 让 “存在 s>0 能 得 0 

《一 gm, am1) Edom f. 


由 的 正 齐 次 性 ,这 与 zdom 了 矛盾 ， 这样 ,就 有 SO 
fle) ~f (2) ~ to0,d ef 

设 = {wtET Iva, MER}, wimE Dt 

定义 为 Cn, hm ap 


于 是 与 上 奇闻 梯 证 明 , 存 在 YE (了), 且 洪 足 of wm4》 一 忆 ， 这 就 
证 明了 (2.8.8) 对 % 生 dom 站 也 成 立 . 和 

推论 设 了 是 满足 0E (dom 有 )" 的 次 线性 证 数 ， 那 么 epif 
是 代数 闭 凸 集 .六 

这 是 定理 2,.2,5 与 上 上 述 命题 的 结 菜 . 

五 (及 实际 上 是 及" 中 的 集合 , 为 了 更 明确 起 网， 我 们 把 它 再 
囊 示 为 五 ?一 了 (四 ， 即 

一 如 SR co o> Fm), YIEX}, . (2.3,6) 

则 已 证 明了 当 0€ (dom 用 "时 ， 
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了 sp a”, 从， 
五 ? 显然 是 及" 中 的 代数 闭 廿 集 ， 而 .ro) 出 居 弥 为 二 7 的 承 托 到 
教 ， 在 肚 中 则 有 如 下 的 相应 结果 : 
命题 2.8.8 误 五 为 线性 空间 三 中 的 祭 含 ， 旦 五 "关子 ， 
gE: 一 王 U{f-coy 是 它 的 承 托 函 数 , 即 
一 sp 办， < 
se ~ 


那么 
EKE={rEF [Cy", Eor), YoETFY} 
的 充 要 条 件 为 ， 互 是 代 获 闭 凸 集 . 
证 明 ”如果 避 .8.7) 成 立 , 那么 下 显然 是 代数 闭 目 此 、， 反 之， 
如 果 尼 是 代数 闭 同 集 , wo 年 玉 ， 那 么 由 凸 集 强 分 离 定理 1.4.9, 存 
在 避 E 王 ", 使 得 
2 o> > gop a, 办 一 aa)， 
即 me 也 不 展 于 (3.8. 作 的 右 端 ， 从 而 下 和 包 舍 布 端 ， 反 回 关系 是 低 
全 的 . 站 
《3.3. 人 与 (3.3.6) 在 形式 上 儿 胖 一 样 ， 公 由 于 六 与 互 * 的 地 
位 不 是 平等 的 , 故 它们 在 含义 上 就 不 完全 一 致 ， 人 .3.7) 说 明 上 低 何 
祖 对 代数 内 部 非 空 的 代数 闭 凸 集 一 定 是 一 族 闭 半空 间 的 交 ， 或 者 
说 是 由 一 族 起 平面 所 “ 围 ?> 成 的 ， (2.3.6) 虽然 锐 的 是 在 互 * 中 的 
类 侯 翌 况 ， 但 由 于 当 斑 为 无 限 维 时 ， 斑 ” 关 卫 ，(3.8.6) 内 表达 了 
那些 系 托 函 数 的 有 效 域 在 王 中 前 定 " 的 代数 闲 四 集 ， 然而 , 如 时 
互 为 有 限 维 , 这 种 不 对 称 性 就 会 消失 ， 下 一 章 在 斤 扑 线性 空间 中 
讨论 这 一 问题 时 ,也 同样 可 使 (3.3.6) 和 (2.8.7) 统 一 起 来 
非 负 的 次 线性 函数 称 为 Minkowski 西数 ， 这 种 函数 与 包含 
原点 的 凸 集 紧密 相关 ， 设 4 己 节 为 是 集 , 有 是 0E4. 今 
paw) ~inf{a>>0| [0, w/a] A4}, 《2.3.8) 
这 里 规定 inf 包 ~ 十 co 于 是 有 
命题 3.8.8 ps(w) 是 Minkowski 函数 . 
证 明 pa(%) >0 由 定义 (2.8.8) 可 得 。， 我 们 验证 它 也 满足 


{2.8.7) 


间 2.3 次 线性 函数 和 Minkomski 区 激 L511 


《2.38.1)， 事 实 上 ,首先 由 定义 , p40) =0; 而 当 t>0 时， 
paltr) inf{a>0| [0, tr/a] SA} 
=tinf{oe/t>0|[0, te/al C4} =tpa(w), 
让 (2.3. 了 ) 的 人 0 成 立 . 
另 一 方面 ,对 于 任何 v4、 wma& 互 和 年 何 s>0, 存在 or, a>0, 
使 得 wr Ee14, raEm4, 且 


ak21 > 8, Palvn) > — 8. (2.8.9) 
由 于 4 是 凸 集 ， 
ri Ew ol Ce) 
本 (ood) (Fe A 4 
— (ou on) 4, 
其 而 Ea 


这 样 ,由 (2.3.8) (2.3.9), 有 
Bal 0) C+ on) pa + pa la) + 928. 
出 Js 的 任意 性 , 即 得 pa 满足 (2.8.1) 的 二 ). 目 
命题 3.8.4 设 妇 为 二 中 的 凸 集 , 且 0E4n pz 如 (2.8.8》 
所 定义 ， 那 各 
A {rE FIP) 开征; 
= {spa(e) < } an 


A 
证 明 事实 上 ,由 以 .3.5)， 
0 an ©) Cs) 


由 {1.3.9)， ={sE TL[0, ow) CCA, ~ 
联系 (2.3.8)， Rs 3.10) 成 立 ， 详 细 过 程 留 给 读者 作为 练习 ， ,时 

命题 .3.6 役 p 下 -BRU{+o0} 为 Minkowski 函数 , 凸 
和 集 4 满 足 ， 

{EZIp() < CAC{E TIps) 二分、 (32.38.11) 
那么 必定 有 p(w) 一 pa(w) 一 inf{a>0][0, w/a] 4}. 
证 明 ”事实 上 ,对 于 任何 x€ 书 , 有 
Daw) —int {o>0] [0, w/a] SAY 
>inf fea>0]p(r/@ «1 


“是 第 二 章 ” 凸 函 数 与 凸 规 划 


pe 一 inf {o>0|p(r) So} =p U0); 
而 另 一 方面 ,又 有 


PB) =inf {o>0] p(w) <o} 
=inf {a>0 [gp(z/e) <I} 他 让 这 
>inf {a>0lr/rE A} = pa(w). 
故 命 题 得 证 . 目 


命题 2.3.-4 招 一 个 机 对 代数 内 部 非 空 的 凸 集 与 一 个 
Minkowski 画 数 联系 起 来 ， 旦 它 的 相对 代数 内 部 与 代数 闭 包 也 都 
可 用 这 个 Minkowski 隙 数 表 和 未， 命 古 3.3.5 又 说 明 这 样 的 
Minxowski 函数 联系 的 荐 一 族 有 相 辣 的 和 对 代数 内 部 和 代数 闭 包 
的 凸 集 。 值 得 注意 的 是 ， 命 题 3.8.5 中 并 无 4 的 相对 代数 内 部 
包含 原 点 的 要求， 于 是 (3.3.11) 的 两 端 又 可 看 作 相 对 代数 内 部 条 
代数 闭 包 概 念 的 菜 种 推广 (这 里 用 4 的 锥 和 包 代 埠 4 的 作 射 包 来 考 
虑 ). 

当 0E (dom pp)" 时 , Minkowslki 函数 名 将 联系 着 了 和 束 + 的 
一 对 代数 闲 囊 集 , 即 

Es- {weE TIp() 1}; 
Kp={0E RC, wpe), YrE TY. 
于 是 有 a, a El Vee EY, ViE Kg 
和 朋 易 证 Es—{oEX|Cs, ol, Yor€ REY: 
Es— {rE TI"), wl, YoE KR,}. 
玉 y 与 区 5 互 称 为 对 方 的 机 化 集 ， 在 下 章 中 ,将 对 称 地 讨论 这 种 对 
铀 关系 . 

不 取 十 o 的 Minkowslki 函数 称 为 规范 (gaugo) 函数 ， 这 时 
从 .3.11) 所 定义 的 4 是 阴 收 是 集 , 即 0E .44 通常 也 称 对 应 吸收 
凹 集 4 的 Minkowski 两 数 pu 为 4 的 规范 函数 ， 对称 的 规范 函 
数 , 即 满足 


PT) =p (~), YoET, 
且 不 取 二 se 的 非 负 次 线性 函数 , 芍 为 空间 的 半 范 数 。 如 果 尘 范 数 
还 满足 
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Pg) =0437=0, 
那么 称 它 为 空间 斑 的 范 数 , 赋 有 一 个 范 数 的 线性 空间 , 当 它 的 拓扑 
结 煌 由 该 范 数 记 决定 对, 称 为 赋 范 空间 ; 赋 有 一 族 半 范 数 的 线性 空 
癌 , 当 它 的 拓扑 竺 攀 由 该 兴 范 数 族 所 决定 时 , 称 为 局 部 西 空 间 ， 进 
一 步 的 讨论 也 将 在 下 章 中 部 述 . 


$2.4 数学 规划 的 Lagrange 乘 子 


有 了 凸 集 桐 凸 攻 数 的 桥 念 以 后 , 作为 它们 的 初步 应 用 ,要 在 下 
节 中 讨论 凸 规划 问题 ， 即 求 一 个 上 瑟 函数 在 一 个 凸 集 上 的 最 小 值 问 
题 . 本 节 中 先 补 充 一 些 有 关 数 学 规划 论 的 知识 . 

一 个 数学 规划 问题 芍 形 式 邵 下， 


了 Cry 一 > min 
《8 的 袜 昌 了 


而 = 
全 一 二 ， 生 《5 一 1，…, 9g) 都 是 线性 空间 于 上 
值 的 喇 获 .由 于 允许 了 了 土 o, 上 述 形式 的 规划 问题 
中 实际 上 还 包括 把 = 限制 在 开 的 某 个 祭 合 S 中 的 问题 , 因为 这 只 
需 认 为 了 在 8 外 下 十 oo 即 可 . 令 
KE-{tE FIG) E00, 6 一 了 省 
Fo) =0, j=1, oj ] 
称 它 为 问题 (更 ) 的 容许 集 | 其 中 条 件 
tI EL B=1, + P) 
称 为 问题 ( 锡 ) 的 五 千 去 约 课 , 条件 
hz) =0 《3 一 二 DD 
称 为 问题 (多 ) 的 笔 式 芍 刺 ， 如 果 存 在 去 E 下 ,使 得 
f(D — mf), 
那么 名 称 为 问题 (多 ) 的 绚 0 一 nf 了 (2) 则 称 为 问题 ( 纪 ) 的 伍 ; 而 
了 则 称 为 问题 (名 ) 的 加 标本 执 | : 


这 里 到 


(2.4.1) 
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对 于 任何 下 守卫 , 可 定义 攻 的 挡 标 加 数 为 
| 0, 当 EE 


十 oo， 当 x 毕 五。 
于 是 任何 约束 极 值 问 题 
fw)—> Ihinm 
{2e EK 
都 可 招 指 标 画 数 3Bz 当 作 “理想 罚 请 数 ”, 而 化 为 下 列 无 约束 极 值 问 
题 , 


《2.4 .9 


fr) 二 St) 一 > min. 
对 于 间 题 ( 煞 ), 其 对 应 的 下 如 《2.4.1) 记 表示 。， 这 里 指出 , 对 于 这 
样 的 政 , 有 下 列 命 题 成 立 . 
命题 人 .全 工 
drt) ap, {CO%, gC7)>+ Cn, 天 (好 


Rp,eER 


= 局 x CAG + 访 mo (3.4.3) 


RE 让 am 
这 里 G0) = gio), eo, gol2)) E Bs 
ROW) 一 Ca 7, hha)) € Br, 
和 一 Qa, 0 Wp) E RF={NE Br |h>0, j=1, "…, ph 
HE= (Ko pa) E Br 
证 明 事实 上 ，, 
ge {Ys 97 二 CH Bm) 


xe 
-ep + 写生 mn 四， 
0， 当 g(r) <0, 
十 cc， 当 go) >0， 
0， 当 入 fo =0, 
en {7 当 而 (二 0， 
铀 下 的 定义 他 .4. 芒 和 5 的 定义 (3.4. 驴 ， 即 得 (2.4.3).、 轩 

我 们 称 。 开 : 下 XRrx Re -> RU{to8),. 


机 | C1, 


jl, g, 
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[55] 


Lez, hp C0) Th, gn) + Cp, Ma》 
f(D 二 训 Ng() 二 和 1) 
为 问题 (多 ) 的 Lagrange 总数 . 


令 
a—sgupinf Llw, %, ww)s 
2 


B=-inf sap Ll%, %, 1), 
好 册 命题 2.4. 工 立即 可 得 以 下 命题 。 
命题 2.4.2 问题 (多 ) 的 值 
v=inff(%) =8, 
En 
且 #EEE 为 (多) 的 解 当 且 仅 当 
sop Lh, 和 一 凡生 
由 人 -4.4 条 (2. 和 .5) ,一般 只 有 
Ga 有. 
事实 上 ,由 Le, N10) sup Ll, 和 pys 
立即 可 得 训 f 工 (vw, AP <inf sap Loe, %, 1) =B. 
因 焉 ， =sup inf Lls, %, 1) EB, 
热 而 ,如 果 存 在 (总 BP xR 满足 
inf Llw, %, 应) 一 局 一 四 


《2.4 
(2.4. 国 


(2.4.6) 


(2.4.9) 


那么 由 o>inf Lx, 站， 就 可 得 一 8B， 满足 (2.4. 人 的 ( 扩 他 


称 为 问题 (多 ?的 [Lagrango 来 可 . 


祖 据 定义 ，Lagrange 采 子 ( 久 站 必定 是 下 列 规 划 问 题 的 解 ， 


inf L(g, %, 1) -+ max, 
(PY 1 
AE RY, pE Re. 


释 它 为 原 问题 (多 的 对 但 问 荐 ,因为 根据 命题 2,.4.9, 问题 (2P) 等 


价 于 
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局 五 (wm，X 和 ， 克 ) 一 > min, 
2 ) as 
区 它 玉 ， 

间 题 (多 ) 与 问题 ( 煞 *) 虽 然 在 形式 上 很 对 称 ,但 实际 上 它们 的 地 位 
是 不 平等 的 ， 这 是 因为 Lagrange 函数 五 (c, % Kw) 作 为 w 芍 函数 
没有 任何 限制 ,而 作为 (3) 的 西数 则 必定 是 C%，p) 的 念 射 西 数 ， 
从 而 inf L(g, 和 四 必 定 是 (%， jp) 的 四 函数 ,也 就 是 说 ,问题 (名 *) 
一 定 是 一 个 求 其 贞 冰 数 在 某 凸 集 上 的 最 大 值 问题 ， 它 也 等 价 于 求 
某 凸 函数 在 某 凸 集 上 的 景 小 值 问题 ， 如 上 证 述 , 这 种 问题 称 为 区 


规划 问题 ， 因 此 , 如果 期 望 问题 (多 ) 和 (经 之 间 有 一 种 相 了 的 对 
侦 性 ,那么 问题 (名 ) 必 须 是 瑞 规 划 癌 题 ， 我 们 即 猪 看 到 , 线性 规划 
问题 就 属于 这 种 情形 ; 更 一 般 的 对 偶 理 论 将 在 第 四 章 中 讨论 ， 
下 面 是 数学 规划 理论 的 一 条 基本 定理 ， 
定理 &. 生 .8{( 喜 点 定理 下列 两 个 命题 是 等 价 的 ， 
DD 到 是 问题 (名 ) 前 解 ， (和 总 ) 是 问题 (名 ) 的 Lagrange 乘 子 
下 2 名 而 是 问题 ( 鲍 ) 的 Lagrange 函数 的 鞍点 , 即 
五 他， 和 用) EL h DEL, LA), 
YaE AF, VO, WE Rr x Re 
此 外 ,这 时 还 有 
和 yi(2) =0 =1, pe 区) {2.4.9) 
证 明 认 今 ， 由 命题 2.4.2 和 (2.4.7), 这 时 有 
LB, Nh, WEBED(s, 在 )， 
YoEX, YO, mE Rr Re, 
因此 , (2.4.8) 对 于 B= 工 (3, 多 应 ) 成 立 ， 
训 壤 让， 和 掉 (3.4,9) 有 
有 ap 五 (人 和 Ww) = LE, WN, DD =inf Lt, 多 Dm 


再 由 ga 所 8 可知 
Map LB, hp) =inf Lo, 1 DD= Lh DD ~A. 


因此 ,由 命题 2.4.2, 是 问题 (多 ) 的 解 ; 根据 (2.4.7)，( 筷 阅 是 


《2.4.87 


$2.4 数学 视 划 的 Lagrange 季子 [57] 


相 题 (多 ) 疏 Dagrango 系 子 . 
此 外 ,外 了 GE 天 ， 故 
工作 3 向 -7 二 十 说 和 or( 二 一 8 一 7 的 ， 


因此， 宇 和 (人 ho 
但 和 >0， gh) 0, 
也 至 kgD Eo 全 =T PD), 


从 而 (2.4.9) 成 立 . 目 
注 4 关系 式 (2.4. 外 称 为 问题 (多 ) 的 松紧 关系 , 它 在 许多 实 
箔 问题 中 有 重要 意义 . 目 
注 2 如 果 人 局 闪 是 问题 (多 ) 的 Lagranege 滋 子 ， 那 么 问题 
(如) 的 解 台 一 定 也 是 下 闪 闻 题 的 解 : 
(PP) Lls, 六 A min, 
这 是 因为 (2.4.8\ 的 右 端 成 立 . 但 这 并 不 意味 着 (入 ) 的 解 也 一 定 
是 (多 ) 的 解 ,因为 (名 .的 解 避 只 能 满足 (23.4.8) 的 右 端 , 却 不 一 定 
满足 人 2.4- 总 的 左 端 ， 下 面 简单 例子 说 明 这 种 情况 是 可 能 的 . 
(P) | 
[zl<0 
易 证 所 有 满足 >=1 的 和 都 是 问题 (P) 的 Lagrange 困 子 ， 但 对 
于 外 =1, 所 有 满足 "<0 的 和 都 是 问题 
(Pr) Li{s, A=et |)w!— min 
的 解 ， 而 当 也 <0 时 , 它 并 不 是 (了 ) 的 解 . 县 
注 8 上 面 的 结果 容易 推广 到 约束 为 无 限 维 的 情形 、 为 此 ， 
首先 需要 半 序 线性 空间 的 概念 。 线 性 空间 了 称 为 半 序 线性 空间 ， 
是 指 了 中 定义 了 序 关 系 “<<” 使 了 了 成 为 序 集 ( 参 看 §1.1)， 同 时 
请 足 
DD) YeEP, vey < 入 十 & 二 四 十 区 
站 ) VAS0, Voi0, Az20. 
现在 没 攻 .2 是 线性 空间 , 了 是 半 序 组 性 空间 ， 
fT>RU{Ltoo), gt: TTY, hy 
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为 任意 的 用 射 ， 于 是 问题 (多 ] 可 推广 为 
fe)— min， 

(DF) 1 gv) <0, 

(cz) =0. 


其 Lagrange 函数 定义 为 
LTTxZ— 可 WU{f 二 oo， 
Tv, 和 pp) 一 了 (四 十 人 ge)> 二 《re he)Y, 


这 里 

Yi- {EFC, yO>0, Vy>0}. (2.4.10) 
于 是 其 对 俩 问题 (9) 以 及 Iagrange 乘 子 等 都 能 类 似 定义 . 这 时 
定理 2.4.3 仍 成 区; 松紧 关系 (3.4. 名 则 代替 为 

< 和 g(8)>=0. 

需要 注意 的 是 ，(2.4.10) 中 的 了} 有 时 可 能 只 包含 唯一 的 零 污 
素 ,这 甚至 在 某 些 有 意义 的 问题 中 也 会 发 生 ”， 了 了 * 包含 非 零 元 不 
的 充分 条 件 之 一 是 了 .= {yE 了 |y 之 人} 有 非 空 代数 内 部 (参看 第 
一 章 习 题 11). 目 


§2.5 凸 规划 的 Lagrange 乘 子 法 则 


上 季 中 讨论 了 一 般 的 数学 规划 问题 ， 并 提出 了 Lagrango 条 
子 的 概念 ， 由 Lagrange 滋 子 前 定义 (3.4. 全 可 知 ， 它 的 好 处 在 
于 :可 把 约束 极 值 问题 (名 ) 科 化 为 无 约束 极 值 问题 (参考 上 节 广 
2 


(Fr) Llw, %, D> min. 
六 此 , 求 出 问题 (多 ) 的 Lagrange 习 子 对 于 求解 (多) 是 有 重要 意义 
的 .然而 , 在 一 般 人 情况 下 ， 这 种 Lagrange 莱 子 并 非 总 是 存在 的 ， 
即使 对 于 凸 规划 也 是 邵 此 ， 本 节 要 指出 对 于 凸 规划 的 Lagrango 
例如 , 当 了 = 了 PL0, 4}, 0<p<1l 时 , 了 ={0}, 这 里 艺 z[o, 要 表示 [0, 要 上 区 


加 次 Lebesgue 可 积 医 数 全 体 。 参看 互 . 瓦 . Sebaefer: Topological Veotor Bpacea, 
Bpringer Verlag, New York, 1980, p, 3653. 


2.5 站 规划 的 Lagranga 米子 沪 则 | 


尿 子 的 存在 条 件 ， 这 类 结果 常 称 为 Lagrange 乘 子 法 则 ,为 此 , 先 
证 明 一 条 有 一 般 意义 的 定理 ， 
定理 .5.1 设 玉 ,Fm; 玉 玉 有 民 U 了 {+o0} 为 线性 空间 总 
上 的 真 丁 函数; 六 革 王 名 为 下 到 线性 空间 2 的 仿 射 映射 , 即 
(GD) 一 卫 (c) 二 ao， YeET, 
这 里 五 并 一 全 为 线性 喘 射 , 0EZ, 天 此 
max fo) 0， Yr:Rrz) 一 0， (2.5.1) 


那么 存在 非 零 的 (a 4)E Re*x2*, 使 得 
op 六) 十 CR) > 


一 站 wze) 二 Ke he)Y 0, (2.5.2) 
YaE fl dom Ri. 
此 外 ,如 果 ost 站 aom Fo)Y ， 
那么 《2.5. 罗 也 是 (2.5.1) 的 充分 条 件 ,并 且 这 时 必定 有 
WR C01, "7 A) FA 0 


证 明 令 
Q= 站 dom F, 
GR 一 Rmx 定义 为 
全 (四 一 (Pa 1, Fin); he)). 
又 设 B= (RY?, 0) ={(, 0 1) E R" x Zly>0, 
多 一 工 22 一 个. 
我 们 指出 , G(@) 小 召 是 本 集 ， 事 实 上 ,如果 
(人 人、 2 所 他 (四 ) 十 召 ， 

那么 奏 在 wz, wx’E 蚂 , 使 得 

Pe) Ey Po ) EN G1,., mm), 

Rp) 一 4， 而 (好 ) = 
从 而 对 于 任何 XE [0, 刁 , 由 吾 为 真 凸 画 数 和 天 为 仿 射 瞻 射 ， 
有 证 ND 村 se 全 
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FT MotAr EI PC) 十 和 Be) 
SONth 人 一 ma 
ROT—M)ot hr = LL — Mh) NARs) 
一 过 一 Xe 
因此 ， {LM yt (NsthsN EGCQ) +E. 
男 一 痊 面 ， 由 (2.5.1) 可 知 , 侣 (Q@) 十 召 中 不 包含 下 列 症 全 中 
的 点 : 


H-{ 2 ER"x LO, j=1, ,my gs=0}, 

同时 , 由 定理 1.3.4 和 亡 的 伪 射 性 ,不 难 验 证 

(GQ) 五)" 关 万 ， 百 " 关 们 ， 
因此 ,由 凸 集 分 离 定理 1,4,3, 存在 

Co, 1)E Rr x 2", (&, 6) ¥0, 
使 得 ke, WH 2 EL YT LE, $Y, 

VE, EH, Vy 2) EFC +E, 
特别 是 对 于 任何 所 ,…, gm 二 0, xEQ, 有 
oa on PAD) dt om Pn(w) + 4, CE), 
(2,5,9) 


令 太 ym >0， 即 得 


Ea) tp, hn)y>0, 
Yee 下 dom F, 


最 后 ,由 于 (2,5,3) 中 ,yg,，-…, ys 中 的 任何 一 个 都 可 站 于 一 oo， 
故 om，…，om 中 没有 一 个 能 取 负 值 ， 否 则 ，(2.5.3) 不 可 能 成 立 ， 
六 此 ，o 一 (oa on) € BR. 

此 外 , 当 0E (RCQ))! 时 ， 必 定 有 == (oy，…， em) 天 0， 害 则 ， 
将 有 

Ch, Rm) YO, YiE Q, 
即 《nu sD, veE RQ). 
由 于 0E (KB 这 仅 当 凡 = 于 才 有 可 能 ， 与 Co， 内 关 0 相 蔬 
年 . 这样 ,wx= (aa …, om) 天 0， 且 


2.5 加 闹 划 的 了 agrange 天 季 法 则 [6t] 


CaF (DD) + om bmn) 0, YoE QC) —O. 
央 此 显然 可 导出 (2.5.1). 目 
注 如 果 lz) 三 0D, 那么 定理 3.85.1 指 出, 
VaE Tonx Fn) 0 0 06 一 1 "mn) 不 全 为 零 


YE 请 dom Fr,, 总 opri(z)>z0. 四 {2.5.4) 
注 % 值得 注意 的 是 (2.5. 中 和 (2.5.4) 中 的 条 件 
“yr€ dom Pe’, 


不 能 改进 为 “Vw&€ 芝 ”。 下 面 是 一 个 反讽 ， 
I， 当 w=0; 
十 so， 当 2<0， 


设 互 一 想 ， 了 afa) x Pat) | 


别 了 1:、2 都 是 真 凸 函数 , 且 
VER, max {Fi(w), Pslw)} 0, 

但 是 使 caFy(2) + oPs(e) >0, Va>0, {2.5 加 
焉 立 的 不 全 为 零 的 非 负 Ces, os) 只 可 能 有 o>>0, os 一 0， 而 这 样 的 
ta, os) 不 可 能 使 (2.5. 辣 中 的 “Yrw> 信 代替 为 “YsE BR”, 是 

下 面 讨论 凸 规划 的 Lagrange 乘 半 的 存在 问题 。 形式 为 (go) 
前 凸 规划 ， 是 指 六 g …, 名 为 生 上 的 目 函 数 , 加,，…, 各 为 证 上 
的 仿 射 函 数 ,因为 这 时 对 应 的 表示 为 (3.4. 刀 的 容许 集束 是 凸 集 ， 
对 于 这 样 一 般 的 凸 规则，Lagrange 乘 子 是 不 一 定 存在 的 【可 以 着 
到 这 种 反例 ), 即 使 要 求 了 -gi 等 都 是 真 凸 画 数 ， 在 一 艇 情 沈 下 , 只 
能 有 下 列 较 弱 的 结果 ， 

定理 2.5. 人 (Fritz Jobn 条 件 ) 设 问题 (多 ) 中 的 了 ,gy,…, gy 
是 线性 空间 互 上 的 真 上 后 函数 ,za …,， 天 为 敢 上 的 仿 射 函数 . 问题 
{多 ) 的 值 让 卫士 wo (FV 一 十 oo 意 呈 着 互 fdom 了 ~ 办)， 那么 存在 
不 全 为 零 的 知 汪 0 各，…, 知之 fa … 站 EB 使 得 


A 
YEE dom TK 站 dom 0). 


(2.5.6) 


L523 各 一 这 ”六 晴 数 与 驯 规 划 


证 明 不 堆 验 证 ， 如 果 问 题 ( 纪 ) 有 入 巨 夫 过 ce， 则 问题 (多 ) 
等 价 于 
max {fC2) VV, gw)} 0, 
Ve, he) = hil), oe, jz) 一 由 
设 m=1+%, 取 
Pt) 一 az) pF, Pitret) =0(7) Bl, 1 Pp), 
则 证 是 2.5.2 好 归结 为 定理 2.5.1 的 情形 . 目 
加 果 (2.5. 介 中 的 和 >>0, 则 不 妨 假 设 知 =I( 和 否则 ,只 和 需 两 问 
间 除 以 和);， 寺 基 当 也 有 的 g; 部 在 屁 中 到 蔓 时 , 即 
NN dom 及 一 吾 
时 , (2.5.6) 指 出 
B=V inf Ls, h, A) acp, 
这 里 w%. 及 如 (2.4. 委 、(2.4.5) 所 定义 ， 因 此， 
inf Ler, %, fy om8, 
即 人 ,六 为 问题 ( 儿 ) 的 Lagrange 乘 于 ， 但 是 一 0 是 可 能 的 ， 
下 面 是 一 个 简单 的 册子 ， 设 EE 
9e 
TR, fa) ~s, 外 二 一 地 
风 ( 雏 ) 为 


zmin, 
a 
它 的 值 矿 为 0 而 使 
hm+tie0, VeER 
的 (和 ,各 只 可 能 是 知 一 0， 和 0， 这 个 例子 说 明 ， 要 保证 入 >0 
还 必须 附加 别 的 条 件 ， 这 济 条 件 一 般 是 对 约 求 引入 的 , 所 以 通常 
称 为 约束 品 性 条 件 ， 我 们 引入 下 鹿 形 式 的 约束 品 性 条 件 ， 
巧 存在 mmEdaom 刀 全 得 
on 0 B= Pp lro) 一 0 (一 二 


1) o€ (a domf Nn(Aiomg))), 
这 里 入 = Qh， fig)， 


(5) 


[ 63 了 


有 2.5 目 讽 划 的 Lagrange 染 耶 法 地 


条 停 (S) 中 的 门 称 为 SIzber 亲人 台 。 

定理 &.5.8(Kuhn "Tucker 条 件 ) 在 定理 2.5.2 的 条 件 下 ， 
考 条 件 (S) 成 立 , 那么 (2.5.6) 中 的 知 一 也 即 存在 名，…， 各 >>0， 
所， fo 及 ,个 得 


V ej) + gs) + ite), 


{2.5.7) 
YrEdomf nt 语 dom g). 
证 明 如 果 知 一 0, 那么 由 (2.5.6)， 
加 hg) + ho) >0, 
太 a (2.5.8) 


YrEdomf mn dom g:). 
岂 条 件 (S) 中 的 让 ,在 上 式 中 取 = 一 wo， 刚 得 
hoe) >0. 
但 和 >0， gio) 过 0 他-T …， 玉 ， 上 式 仅 当 多 各 一 0 时 才 
有 可 能 . 这 样 ,再 让 (2.5.6) 可 得 
Ske) = 人 DO 


YzEdom 了 站 (和 donr 9). 
由 条 件 (5) 中 的 证 ), 上 式 科 当 


BA- 7, Po) =0 
时 才 有 可 能 ， 这 与 
hoy 各， ee 和 lz, ee Pp 

不 全 为 零 相 矛盾 ， 因 此 ， 知 >0， 特 别 是 可 取 入 一. 重 

推论 ”在 定理 2.5.3 的 条 忻 下 ,如 果 条 件 (8) 成 立 , 是 gs,，…， 
色 痢 在 如 中 取 值 ， 那 么 问题 (多 ) 前 Iagrange 滋 子 存在 ， 特 别 是 
对 偶 问 题 (多 ?的 解 存在 . 国 
注 1 根据 定理 2.5.1 前 注 2， 我 们 不 能 由 {2.5.7) 来 断定 问 
题 ( 儿 ?有 Lagrange 鞠 子 .时 


性 规划 


注 条 件 4S) 中 的 这 可 乌 弱 为 
os((eemrn(Raomo)) 
因为 这 时 我 们 可 以 把 本 代替 为 
aff h(dom/ N(A don 9)) 
—linA(dom /nN (Om dom ge)) 
来 进行 同样 的 讨论 . 目 


注 8 如 果 把 (的 的 二) 中 的 5 减弱 为 rt， 那么 下 列 条 件 是 倒 
(8) 成 立 的 充分 条 件 : 

Cn 存在 mE (Hom) 人 Nn( 由 dom 由 中 使 得 

(0) <0 (Di oo) 一 0 (7 二 人. 

因为 仿 射 映射 总 是 把 集合 的 代数 内 点 变 为 相对 代数 内 点 、 朋 

注 是 等 式 的 柬 电 狼 可 蕉 广 列 无 限 维 情形 ， 这 人 时 定理 3.5.2 
和 2.5.3 者 几乎 不 必 作 修改 ， 如 果 还 希望 拒 不 等 式 约束 也 推广 到 
无 展 维 的 销 形 ， 那 么 首先 要 把 西 丽 数 的 慨 念 推广 为 到 半 序 线 任 空 
阐 中 的 值 的 串 映 射 其 次 ,定理 2.5.2 的 证 明 不 能 再 由 定理 2.5,1 
得 到 ,而 必须 重新 证 明 ， 其 证 明 时 雍 仍 可 仿 限 定理 2.5.1 的 证 明 ， 
但 为 了 能 应 用 闻 集 分 元 定 理 , 需 假设 半 序 线 住 空间 的 正 俊 

Y={yEY]y>0} 

有 韭 空 代数 内 部 。 它 同时 也 是 定义 条 件 (8) 中 的 g(x) <0 所 必须 
的 . 时 

注 当 domy 人 (向 aom yr)~ 卫 时 ,条 件 (S) 的 区 对 于 相 


对 代数 内 部 总 是 满足 的 ， 这 时 条 件 (9) 可 减弱 为 
对 于 任何 非 仿 射 的 gy, 存在 mE 下 ,使 得 
C5") le) <0, gr(o) EO 《一 工 -, PD), 
hyle) 0 (fl, i 9). 
事实 上 ， 这 时 不 妨 设 所 有 满足 (9) 的 gi 为 -gy (pp), 
而 gyr4,，…， gs 为 仿 射 羡 数 ， 还 不 入 洪 加 ，,…, ho 线 修 无 闫 (任何 
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一 个 有 不 能 家 示 为 其 他 的 各 的 线性 组 合 ), 否则 , 可 取出 其 中 最 
大 的 线性 无 关 集 写作 讨论 , 因为 其 他 的 等 式 约束 实际 上 是 多 余 的 
其 对 应 前 高 太 取 为 零 、 阅 样 还 不 妨 假设 gortt …，9p， 和 hz,"…，Bg 
也 线性 无 闫 , 淋 基 ,同样 可 去 掠 一 些 多 余 的 约束 ,并 邻 其 对 应 的 和 、 
应 为 零 ， 这 样 一 来 , 电 人 2.5.8) 和 (8"), 我 们 可 得 
gerd) + BE Mg lod 0 =1, 0, PY), 
世面 由 和 0，g%(za <0 可 得 
=0 (一 1 2 


另 一 方面 ,又 有 
0, vc 工 


由 假设 ， 这 仅 当 和 4 …， 知 有， …， 庙 全 为 零 时 才 奉 可 能 ， 同 
样 导 致 矛盾 注意 色 这 点 是 有 用 的 ， 它 说 明 对 于 只 有 仿 射 约束 的 
线性 规划 ( 见 下 节 ) 来 说 ,总 能 布 Xe 一 I， 痢 


$2.6 线性 规划 和 Lagrange 乘 子 的 经 济 解释 
下 列 类 型 前 极 和 问题 称 为 如 性 规划 问题 ; 


o> min, 
CF) | 0, $1, 2, 
Tafat0, j=1, …, Pp. 
党 
这 里 29 Bo, wf, o 给 都 是 实数 ， 它 也 可 以 简 记 为 
Bb, ZY -> min, 
(ZY) v0 
: Ar.0, : 
这 里 w€ R25E RR", o€ BR?, v0, wm0 Gel, ,ny), 
4: 一 P 汶 线 性 映射 , 它 可 用 天 隆 
Cel) Gel, ,my 1, 0, PD) 
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来 霄 示 ，4z 害 5 的 定义 类 做. 
加 所 周知 , 有 许 许 多 多 实际 问题 可 归结 为 线性 规划 间 题 ， 一 
种 典型 的 经 济 解释 是 这 样 的 ，z 一 (85，…， 号) 代表 生产 过 程 中 所 
需要 的 4 种 原料 的 投入 量 ,简称 为 投入 从 ,8 一 《63，…， 5 代表 这 
有 % 种 原料 的 单位 价格 ,简称 汐 投 入 价格 条 ,于 是 
Cb, sD be 
就 是 所 有 投入 量 的 总 价值 , 即 生 产 的 点 本 , 0 一 C6，…, 0 中 代表 轨 
各 产品 的 产 出 量 , 简称 为 产 出 只 ， 和 矩阵 4 则 代表 用 种 投入 不独 
来 生产 Pp 种 产 出 户 品 的 消耗 系数 , 它 称 为 投入 产 出 趣 隆 ， 于 是 4z 
关 ? 意 昧 营 要 求 投入 从 @ 能 用 米 生 产 不 比 6 更 少 前 产 出 从 ,而 问题 
《了 名) 就 是 在 既定 的 产 出 日 标 下 , 要求 投入 的 成 本 最 小 - 
对 应 问题 (名 ) 的 Lagrange 栈 数 为 
AE 一 人， 一 《Oo ce— Axys 
-bah )a+t Se, ， 
从 而 其 Lagrange 箭 子 愉 , 入 首先 应 是 使 
int, bee, bp, NM Ma 
将 解 。 得 由 上 起 可 知 
部 Not 一 人 pyp， 当 vmB 40 
一 oo， 其 他 . 
这 里 4 表示 4 的 转 置 , 即 
A (Sal )E RB". 
FI 
因此 , 久 将 是 下 询问 题 的 解 : 
Se max 


EY hi0, 4—1, ,Ps 


inf Liéw, », 5-| 
FER 


Ce _ 
加 和 加 d= 
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Ch, 0Ys > Max 
[2 
A 
艰 出 乡 一 5 一 4 坑 可 得 。(.2) 称 为 (多) 的 对 慢 问 题 ， 它 也 是 个 线 
性 规划 问题 ,并且 通过 改变 符号 求 ( 罗 汪 的 对 偶 问 题 , 可 得 
EY). 

因此 , (名) 和 《可 称 为 互 为 对 偶 的 线性 规划 问题 ， 

在 上 全 和 提 到 的 (名 ) 的 经 济 解 释 下 , % 可 解释 为 产 出 价 烙 系 ， 
从 而 

A rp - 祈 Nc! 
就 是 产 出 为 c 时 的 总 价 秆 , 即 生 产 的 收入 ,《. 名 ) 则 可 解释 为 远 取 
适当 的 产 出 价格 系 , 合 生涯 的 收入 最 大 ,条 件 是 其 价格 水 平 不 超过 
投入 的 价格 水 平 , 即 对 任何 授 入 从 z 和 产 出 从 3#= dz 和 的 选择 总 
满足 利润 (收入 与 成 本 的 过 ) 非 正 的 要 求 ， 
2 一 人 
一 《4 一 Dao<0 YE RR. 

这 样 一 来 , 也 就 是 说 , 产 出 水 平一 定 的 成 本 最 小 问题 与 价格 水 平一 
定 前 收入 最 大 问题 是 妾 为 对 偶 问 题 . 

令 ( 红 ) 和 (区 人 的 容许 集 分别 为 

ko {ER ls20, Av20}; 
Eg {hE R20, AMSED), 

根据 前 面 的 结果 , 即 可 以 得 到 

定理 .6.1 下 列 命题 是 等 价 的 ， 

a) 《多 ) 有 解 仿 

3 〈. 儿 》 有 有 限 伟 ; 

Db) (2*) 有 和 解 因 

bh) 《2") 有 有 限 什 : 

8) 《多 ) 和 (2") 的 容许 集 太 z, 五 。 都 是 非 空 稚 。 
这 时 ,有 
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inf <b, > 一 SP Ch, O09p, 
E23 丰 ERZa 
且 有 下 列 检 紧 关 系 : 
AB 0 A, 人 一 由 
或 


包 ( 祝 a 让 )=0，j 一 4, 六 
(3.6.1) 
(一遍) 多 二 4 


证 明 事实 上 , 由 定理 2.5.8 的 推论 和 注 4, 可 得 a) 坊 训 和 
b) 祝 2)， 面 且 芒 4 和 了 入 也 是 显然 的 。 芭 十 芭 沪 中 也 是 显 
然 的 . 反之 ,由 ce) 可 得 , 

nf <b, ninfsup Tle, 2 4) 一 后 一 二 coj 


sop CN, coo= sbp inf Lr, p, MN) 一 ar -co。 
AER ar 


但 Ba 总 是 成 辫 的 ,因此 ， 
一 co 把 SpA Oo int，22 所 十 cey 
AEK FERS 


即 a 种 b 成 立 ， 其 他 结论 都 可 由 定理 2.5.3 和 2.4.3 得 到 ,最 
联系 着 上 面 的 经 济 解释 , 松紧 关系 将 有 如 下 的 意义 : 如 果 


wo>0, 
LL 


即 在 成 本 最 小 的 前 提 下 , 预定 的 第 7 种 产 出 指标 of 居然 还 能 超额 
完成 , 那么 必须 有 名 一 0， 即 这 种 产 出 的 价格 必定 为 零 , 它 的 超额 
完成 并 不 能 使 收入 增加 ; 如 果 
一 高 qth>0, 

即 在 收入 最 大 的 前 提 人 下 , 第 种 投入 的 价格 5 居然 超过 它 所 创收 
入 的 价格 ( 称 为 “ 彩 子 价格 ”), 那么 必须 有 空 =0, 即 这 种 投入 的 授 
入 量 必 定 为 私 , 也 即 不 应 该 合用 这 种 价格 昂贵 的 原料 , 以 免 增 加 成 
本 .Lagrange 函 芍 与 Lagrange 荡 子 现在 也 有 以 下 有 趣 的 退 释 ， 
设 问 题 (多 ) 的 Lagrange 恬 了 为 (总 入 = 人 一 4 坟 入， 出 问题 
《多 ) 的 解 也 是 下 询问 题 的 解 ， 
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L(y, 办 A 一 《5 ay 一 < 一 《一 dy 

一 《4 py 十 < 人 e 一 4 一 Imimn。 
这 里 后 一 项 可 解释 为 完 不 成 生产 指标 所 造成 的 损失 ; 前 一 项 则 可 
解释 为 在 影子 价格 系 4 凯 下 的 成 本 ( 称 为 机 会 或 本 )， 这 就 是 说 ， 
在 一 定 的 产 出 指标 要 求 下 的 成 本 最 小 的 问题 等 价 于 ， 没 有 产 出 措 
标 要 求 ,甚至 允许 不 消耗 原料 ,而 买 进 原料 Cw; 一 0) 时 , 机 会 成 本 和 
完 不 成 产 出 指标 的 损失 之 和 最 小 的 问题 . 这 些 结论 都 是 相当 深刻 
的 . 

对 于 一 般 的 问题 (多 ), 其 Tagrange 函数 和 Tagrange 乘 子 都 
可 以 有 类 似 的 解释 ， 即 Lagrange 函数 订 解 释 为 要 求 最 小 的 目 标 
函数 与 破坏 约束 的 悉 缠 函数 的 积 ， 而 Lagrange 乘 子 刚 可 解释 为 
某 种 意义 下 的 “ 报 优 "单位 惩罚 ，、 为 了 更 清楚 地 说 明 这 一 点 , 再 举 
一 个 较 其 体 的 例子 如 下 ; 

设 某 计划 部 门 有 一 笔 资 金 %, 将 在 % 个 企业 之 闻 进 行 分 配 . 如 
时 第 + 个 企业 分 配 到 的 资金 数 为 z;， 那 么 它 将 得 到 收益 为 (0)， 
我 们 假定 每 一 企业 对 资金 的 利用 率 都 有 某 种 饱和 趋势 ， 或 至 多 只 
能 使 收益 按 比例 增长 ,于 是 可 假设 如 (zy) 都 是 zw 的 凹 函 数 ， 这 样 ， 
为 俩 分 配 达 到 最 优 , 对 于 计划 部 门 来 说 , 它 就 面临 下 列 规划 问题 : 


『 
| BCs) > max; 
es 


和 (Ge.6 动 


La ve 0. 
当 企 业 个 数 很 多 时 ,一 方面 由 于 计划 部 门 很 洪 确 切 掌 手 每 一 Reo， 
以 至 形 不 成 问题 , 男 一 方面 即使 都 掌握 了 ,这 也 是 个 计算 量 很 大 的 
问题 ,求解 有 町 礁 . 

于 是 自然 会 提出 这 标的 问题 ， 能 否 采 取 迁 当 的 办 法 ， 不 是 由 
计划 部 门 全 给 类 策 ,而 是 发 挥 各 企业 的 主观 能 动 性 ,给 各 企业 一 定 
的 由 主权, 通过 由 它们 自行 提出 申请 贷款 .并 支付 利息 的 办 法 来 分 
本 这 一 第 资 金 ? 这 样 , 设 贷款 的 利率 为 和 问题 就 变 为 一 大 堆 由 各 
单位 自行 决策 的 问题 ， 


| RaD) — ha > max, Gl (2.6.8) 


we 0, 

这 些 问 古 的 个 数 虽 多 ,但 都 是 单 变量 规划 问题 , 且 每 个 问题 神志 一 
个 企业 来 解 , 因此 , 实际 上 问题 己 大 大 简化 ， 现 在 的 新 间 题 在 于 : 
担负 怎样 的 利率 和 ,使 得 这 笔 资 金 仍 能 达到 景 优 分 配 , 即食 能 达到 
总 收益 最 大 这 一 日 标 ， 从 直观 上 可 以 丰 出 ,如 果 针 定 得 过 高 , 屠 
么 各 企业 都 不 大 愿 意 贷款 ,从 而 这 笔 资 金 4 得 不 到 充分 利用 ;但 如 
果 久 定神 过 低 ， 又 会 恒 各 企业 要 求 贷款 过 多 ， 以 致 总数 会 超过 次 
金 总 景 5， 那么 怎 祥 是 恰到好处 的 利率 双 呢 9 稍 加 分 析 , 我 们 就 会 
发 现 它 恰好 就 是 对 应 不 等 式 约束 总 zi<a 的 Tagrange 条子 ， 


， 事实 上 ， 扳 开 一 些 简单 的 变换 就 可 看 出 ， 如 果 名 是 对 应 
疡 <4 的 Lagrange, 冬 子 ,那么 问题 (2.6.) 等 价 于 
此 Rilqs) 一 (全 sae) max, 
PPO (b=E, ,Nn), 

而 (2.6. 光 与 (2.6. 久 显然 是 等 价 的 ， 旬 在 这 里 怡 好 起 着 对 破坏 约 
束 习 msa 应 付出 的 单位 代价 的 作用 。 为 俩 这 种 惩罚 达到 极 大 ， 

入 应 该 是 下 列 问 题 的 解 ， 
| op 信 BR, (or) 一 ( 宫 一 中 一 min, 

和 0. 


由 于 约束 函数 是 仿 射 画 数 , 又 假定 所 有 已 (ze 者 是 四 函数 ,这 样 的 
入 必定 存在 ， 间 题 (2.6.5) 一 方面 是 单 变量 规划 问题 ， 计 算 较 简 
单 ; 另 一 方面 ,我 们 以 后 还 会 指出 ， 计算 多 只 需 知道 最 大 总 收益 


五 一 -sup Rs) 


(2.6.4) 


(2.6.D) 


与 宽 金 总 时 4 一 认 « 的 关系 、 因 此 , 在 掌握 岩 况 的 要 求 上 也 比 原 
问题 (2.6.2) 的 到 来 佐 , 
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问题 (2.6.3 蛮 为 问题 人 .6.35) 的 过 程 称 为 分 散 化 ，Lagrange 


冬 子 多 在 这 里 称 为 分 散 化 参数 ， 不 但 如 此 ， 上 还 讨论 很 容易 推广 
到 “以 及 四 等 都 是 问 量 的 情形 ， 即 e 可 代表 一 系列 不 同 的 物 资 ， 
而 问题 (2.6.2) 草 变 为 计划 部 门 对 这 些 物 次 的 最 优 分 配 问题 ， 这 
时 对 应 的 agrange 节 了 和 ~ (名 ，，…， 加 ) 的 每 个 分 量 可 代表 每 种 
物资 的 某 种 价格 ,它们 也 称 为 影子 价格 ， 这 种 利用 Lagrange 尼子 
的 分 散 化 方法 在 许多 经 济 问题 中 都 能 得 到 实际 实用 ， 


已 


， 线性 空间 天 上 的 作 义 实 


第 二 章 习 题 


- 斌 指出, 引 理 3-1.3 中 的 条 件 可 减弱 为 “ 陈 了 可 数 个 点 外 , 了 处 处 有 右 导 


数 译 ,从 而 定理 2.1,4 中 的 条 件 也 可 作 同 样 的 减弱 . 


， 设 了 是 (0, 寺中) 上 的 递增 凸 肖 数 ， 斌 证 明 , 或 者 了 为 常数 , 或 者 


Lim Fo 一 上 上 co。 
ta 


， 设 了 是 (& 十 吃 ) 上 的 西 遂 数 ， 试 证 明 lim 7Cz)yz 或 存在 或 为 十 ,并 


县 这 个 极限 也 等 于 
lm ffz) 和 lm fC). 


， 设 了 为 (&，) 上 的 连续 函数 ， 试 证 明了 是 (a, 妨 上 的 凸 活 数 的 充 雪 条 件 


为 : 对 于 任何 x& la, 加, 不 


li sup T+ 2 >0， 


“ 设 了 为 (a, 雁 上 的 函数 ， 上 及 (a 中 (0，co)， 斌 指出 ,YCfs) 是 人 a) 如 


二 的 凸 散 数 的 充 要 条 件 为 : 叶 人 ) 是 Ce; 雪上 的 西 画 数 ， 


” 试 指 出 , 凸 曾 数 的 定义 (2.3.1) 可 代替 沟 : 


Vi wo EE, YAELO, 1]: (~2ymt hms € EK, 
FTN mt am) CL 2)F Cr) 十 Ne。 


， 设 六 站 及 为 钙 集 下 上 扒 琴 牟 数 ,有 村 于 任何 w EE, f(g) 之 0， 试 指 


出 , JX) 也 是 政 上 的 西 函数 ， 试 用 电 上 的 凸 耳 数 为 例 说 明 , 条 位 Fo 
>0 不 能 去 榜 . 


信函 数 产 瑟 -> 杏 U{ 士 ce} 称 为 权 酝 弛 数 ， 是 指 
Yh wa EXR, yheELO, 1 
FU Ag Ahm) mar{ fn), Frs)}, 
域 证 明 , y 执 西 的 充 世 条 件 为 对 于 任何 开 E 加 
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10. 


11. 


12. 


18. 


14. 


15, 


16. 


好 . 


18. 


{rEXIF) eo} 
为 凸 柴 . 


， 设 六 9 为 线性 空间 六 .上 的 时 西 数 。 法 证 明 


一 这 {FW +9(% DD} 
也 是 关上 上 的 凸 函 数 ， 
设 了 为 互 上 的 凸 函 效 、 如果 存在 wo € (dom 站! 使 得 
flr0) =anp ftir), 
试 证 明 , 了 恒 为 常数 ， 
设 了 为 (@, 芒 上 的 连续 函数 ， 试 证 明 , 了 是 旧 函 敬 的 充 要 条 件 为 


(2 ) < t(D)), Yas a, D. 


试 指出 , 了 连续 的 条 件 不 能 尖 掉 , 位 可 注 弱 为 在 Ca, 如 中 苍 一 点 邻 城中 上 
有 办. 
[提示 拒 疏 着 作 有 理 数 域 上 的 线性 空间 , 则 妨 出 有 HHame 基 ， 使 
得 每 个 x€ 妨 都 可 用 它们 作 有 理 线 洽 穴 示 。 册 此 可 构造 出 关于 有 好 数 
线 人 性 的 如 上 的 不 连续 通 数 . ] 
试用 反例 指出 ，Hahn-Banach 定理 2.2.6 中 的 条 件 (do 六 "Nn 上 天 他 
不 能 去 掉 。 再 指出 该 条 忻 可 减弱 汐 0& (dom 了 一 DD". 
试用 反例 指出 ,命题 2&.3- 革 3 的 条 件 0€ 《dom 7" 也 不 能 去 掉 ，[ 提 示 ， 
对 定理 1.8.18 中 的 刀 作 za 这 个 怒 因 测 = 放 也 克 满 中 命题 3.8.2,J 
设 了 为 五.F 的 正章 次 钞 数 , 氏 对 于 酝 何 A>0, 有 
TE) A CR). 

斌 证 明 , f 为 巴 函 束 当 且 仅 当 

TFET ELL HI Yr, yeR, 
设 4 … 水 为 包含 原 点 的 凸 集 ,ba Ps 如 (2.3.8) 所 定义 ， 斌 
用 P44… pe 洪 示 Pi 


试 指出 , 在 3,5. 各 中 关于 证 (2) 的 两 个 不 等 式 改 为 严格 不 等 号 ， 则 结果 
仍 成 立 . 
没有 2% EX*， 斌 证 明 , 不等式 组 
《< (一 二 
有 解 的 充 要 条 件 为 不 存在 予 全 为 寺前 my, …，amz0 使 得 


六 a= 
设 码 好 … 品 EEK*, 试 证 明 , 下 等 式 组 


六 二 章 习 是 {73] 


19. 


20. 


人 
有 和 解 的 充 要 条 伴 为 不 存在 sb …， om 字 0， 合 得 
2 + a= 0, 

设 王 和 9.1m 居 ， 斌 证 的 ,不 等 式 组 

Ct Ta 一 了 
有 和 解 的 充 要 条 件 为 不 存在 不 金 为 零 卫 oa am 使 得 

襄 QO, bp A 0. 
[ 艾 雍 (Ky Fan) 定 理 ]， 
试用 例子 说 有 明 , Slater 条 件 (3) 不 是 是 规划 的 Lagrange 乘 子 存在 的 必要 
条 件 . 


， 试 把 线 住 规划 对 偶 性 定理 3.6.1 推广 到 无 限 维 情形 . 
22. 


试 江 线 性 规划 对 偶 间 题 (从 和 (2*) 作 另 一 种 经 济 解释 和 产 出 从 ; 5 
投入 从 ; ce 产 出 价 抄 系 ; 4s， 投入 ( 影 衬 ) 价 格 系 ; 4: 产 出 投入 矩阵 ;并 
讨论 有 关 结 论 的 经 济 含义 ， 
下 列 形式 的 规划 问题 称 为 二 次 规划 : 

信心 D+ oO} mi 

0, 

到 zt 
这 里 z EB 4; 局 Re** 为 对 称 正定 名 X 全 拒 阵 ,eeE 至 my BB RnR 
为 线性 观 射 (xp 矩阵 )， 试 讨论 它 的 对 偶 问题 和 Lagrange 委 子 。 


第 三 章 “” 折 扑 线性 空间 中 的 凸 性 
$3.1 拓扑 空间 及 其 有 关 概 念 


在 前 丁 章 中 讨论 了 线性 空间 中 前 凸 集 和 凸 函 数 以 及 它们 的 记 
“由 .由 于 线性 空间 仪 仅 是 一 种 代数 和 结构， 因而 率 涉 到 裤 帆 松 念 的 
问题 (例如 凸 钞 数 的 连续 性 ) 就 不 便 窑 线性 空间 这 一 框架 中 讨论 . 
为 此 ,我 们 前 并 架 还 需要 一 种 拓扑 结构 . 下 面 首先 简要 地 补充 一 
旦 有 关 拓 扑 空间 的 知识 ， 

设 在 为 一 个 集合 , 人 为 六 的 一 个 子 集 旋 , 和 满足, 

OO, TEO, $ES 

Oa 如 果 OEO 5ST 那么 则 0 全 


Ca 如果 OEG 0 一 2 那么 
和 oOE 儿 


则 称 互 是 以 好 为 开 集 族 的 拓扑 空 间 ， 好 中 前 元素 称 为 五 的 开 
集 . 例如 , ” 维 窗 闻 对 于 通常 意义 下 前 开 集 族 就 构成 拓扑 空间 .一 
个 线性 空间 如 果 以 代数 开 集 为 天 集 , 也 构成 一 个 拓扑 空间 (参看 命 
题 1.3.1 的 注 几 ， 

局 一 个 集合 字 中 可 能 用 许多 种 不 同 的 方式 来 定义 它 的 开 集 
族 , 或 者 说 五 中 何 能 定义 次 多 种 不 同 的 拓 盾 。 如 果 互 上 定义 了 
两 种 开 集 族 撤 和 6 且 信 忆 全, 则 称 用 二 定义 前 拓扑 比 用 后 
定义 的 拓扑 要 强 或 细 ; 反之 , 则 称 为 前 或 得 ， 任 何 两 种 拓扑 当然 不 
一 定 都 能 比较 强 弱 . 粗细 ， 但 是 在 所 帮 可 能 的 扳 拉 中 都 有 一 种 最 
细 的 拓扑 和 最 粗 的 拓扑 最 组 的 拓 扩 即 取信 为 芋 的 所 有 子 集 全 
体 , 这 种 拓扑 称 为 五 的 离 表 丘 才 ; 这 时 并 中 的 每 个 单 点 焦 帮 是 开 
集 ， 最 粗 的 拓扑 即 取 人 只 有 两 个 元 素 : 瑟 和 好, 这 种 拓扑 称 为 瑟 


的 平凡 拓扑 . 
基 果 OE 为 区 开 集 ,那么 一世 WO 务 为 工 的 间 全 ， 闭 
集 区 全 体 组 成 拓扑 空间 世 的 闭 集 族 妇 , 它 满足 ， 
Py, $EF YET 
加 2， 吉 果 PE 史 , iEI, 那么 (PE 
Po， 若 典 机 多 = 了 同 ,那么 
ET 


这 是 由 下 列 集 合 运 算法 则 所 导 得 的 ， 
0-DCrV0D， 


beim 
f= #4=1 


拓扑 空间 也 可 通过 和 给 定 闭 集 族 来 定义 , 即 先 引入 闭 集 族 , 然后 , 令 
闭 集 的 余 集 为 开 集 . 

册 开 集 和 闭 集 前 概念 出 发 , 可 定义 出 许多 别 的 拓扑 概念 来 , 设 
媳 C 三 为 拓扑 空间 互 的 耶 集 那么 4 的 所 有 开 子 集 的 并 集 称 为 
扎 的 内 部 , 记 作 int 4; 所 有 含 4 的 六 集 的 交集 称 为 筷 的 用 色 , 记 
作 壮 。 int 4 中 的 点 称 为 4 的 内 点 ， 互 中 的 点 称 为 4 的 接触 点 ， 
亏 \in# 且 中 的 点 则 称 为 4 的 边界 点 .如果 4 己 召 ,但 8B 己 开 , 则 称 A4 
在 了 中 移 客 。 如 果 可 = 王刚 称 4 是 下 中 的 机 密集， 当世 有 
可 数 的 秽 密 集 时 , 则 称 总 是 可 分 的 . 

一 个 更 重要 前 拓扑 概念 是 年 域 的 概念 。 设 xE 王 ,了 了 王 开 ,如 
果 zEintV, 那 必 了 称 为 点 “的 丢 域 . 设 yo) 表示 如 的 领域 的 
全 钵 那么 Y (oo) 满 足 ， 

Vi VY Es), wsEV; 

Fs 如 果 U、VEY(w), 那么 UNFEY (em), 

Ve 如果 U EY (@), UCV, 那么 VEY (8); 

如 果 UEY"(w), 那么 存在 玉 EY(w), 使得 

vyEV, UEY(Y). 

这 里 Fi 了 ss 都 是 显然 的 , 而 六 e 中 只 需 隔 矿 =int 百 即 可 ， 另 


{7 第 三 麻 ” 拓 站 乒 性 空 问 中 的 呈 性 


一 方面 , 折 提 空间 也 可 通过 邻 域 来 定义 , 即 兰 繁 一 2 于, 定义 出 
满足 天 ，F。 Ts，P 的 分 城 族 Ye)， 再 定义 开 集 是 可 医 为 它 的 
斥 有 点 抽 邻 碾 的 舍 合 , 那么 同样 可 得 到 等 价 的 拓 掉 空间 的 定义 ,用 
邻 城 来 定义 折 拉 空间 在 观念 上 更 电 霹 些 ， 因 为 “拓扑 "这 个 数学 概 
念 是 对 尽 与 点 之 问 的 相 部 关系 的 抽象 .但 是 在 逮 辑 上 上 ,用 邻 域 来 
定义 拓扑 , 不 如 用 升 集 或 闭 集 来 定义 拓扑 简单 ， 四 为 玉 不 是 一 个 


显而易见 的 邻 域 应 该 有 的 件 项 ,而 刘 时 没有 了 刚 挫 不 出 开 焦 庶 
有 的 性 质 . 


此 面 说 到 的 其 他 的 拓 护 概念 现在 也 都 可 用 邻 域 来 定义 、 设 4 
己 政 则 zz 是 旭 的 内 点 ， 是 指 4EYT8); 44 的 内 点 爹 体 则 是 的 
内 部 int 有 4 % 是 和 的 接触 点 ,是 指 

YN， 4 站 区 关 好 
扫 的 接触 点 爹 体 则 是 的 闭 包 4， 利用 邻 战 的 概念 还 可 把 接 艇 
点 分 为 两 类 ， 设 EE 如 时 
3V ey {sm), VNCGA {= 0, 

则 称 z 是 4 的 怕 立 点 ; 理 则 , 称 为 4 的 聚 点 、 此外, 4 在 吾 中 得 
密 也 可 表达 为 


YoEB, YF EY (2), VN AF EG. 

一 个 拓扑 空间 天 称 为 Hausdorff 空间 或 分 离 室 间 , 蚌 指 

Ya, aEE, VE Lv), Vy EV), ViN Vo=. 
(3,1.1) 
非 分 离 空间 的 最 简单 的 馆子 就 是 任何 平凡 拓扑 空间 在 这 种 空间 
中 任何 点 都 仅 以 金 空间 为 其 邻 域 ， 我 们 以 后 几乎 只 讨论 分 离 拓 
扑 空 间 ， 分 离 性 的 主要 意义 在 于 下 符 定 义 的 极限 的 哈 一 人 性 (本题 
DD. 


一 个 拓扑 空间 常常 也 可 只 用 它 的 开 集 族 的 一 部 分 来 定义 ， 设 
多 为 拓扑 空间 于 的 子 开 集 族 , 基 名 SO 如 果 
YOED, 3B.E BEET), OB (3 .1. 双 


那么 光 称 为 瑟 的 开 集 英 , 也 简称 为 基 ， 类 似 地 , 也 可 定义 邻 域 基 


3.1 拓 守 空间 及 共有 关 概 念 [77] 


的 概念 ， 设 用 (和 六 人) 为 拓扑 空间 支 的 点 ww 的 子 邻 域 族 ， 划 
果 它 满足 
VEYe) VEN), TCF， 《3.1.3) 
则 党 人 称 为 到 的 侠 域 基 ， 一 个 拓扑 空间 的 拓扑 也 可 由 它 的 并 集 
基 或 押 有 点 上 的 邻 域 基 来 决定 。 右 财 利 用 这 点 通过 已 有 的 拓扑 空 
间 米 定义 新 的 拓扑 空间 是 比较 方 熏 的 ， 例如, 设 于 ,iE 了 都 是 
拓扑 空间 ，E ED 分 别 是 它们 的 开 集 族 . 如 果 在 互 , 的 惑 积 
集合 卫 立 ， 上 定义 其 开 集 类 为 所 有 形 汐 
OxXOux XOx HH Xl, On EO Rl, ,ny 
人 (38.1. 术 
的 集合 全体 ， 这 里 假定 集合 的 乘积 表达 形式 与 其 次 序 无 关 而 仅 与 
下 标 有 关 ， 那 么 出 此 决定 的 J 之 :上 的 拓扑 , 称 为 于 (人 了 的 
姜 积 研 村 ,而 赋 以 这 种 拓 扩 的 空间 所 三 则 称 为 瑟 , 地 E 症 的 折 梓 


乘积 空间 . 例如 , 作为 琵 的 线 积 集合 姨 ', 其 拓扑 就 可 作为 m 个 加 
的 乘积 拓扑 来 定义 ， 但 由 (3.1, 当 决定 前 瑟 中 的 开 集 都 是 一 些 
长 方块 , 而 如 所 周知 ， 卫 ' 中 的 通常 的 开 集 不 必 基 这 种 形式 的 长 方 
块 的 有 限 并 集 . 

有 了 拓 扩 空间 的 概念 以 后 ， 就 可 方便 地 引入 极限 、 连 绪 等 破 
您 我 们 先 从 序列 的 极限 讨论 起 ， 设 名 导 忆 下 为 拓扑 空间 下 中 
揭 序 列 ， 如 果 存 在 zE 误 ,使 得 

YF EY , 3, NEN, vn-N, sEF, 
那么 称 各 为 序列 {znl 的 极限 ,或 考 说 {zw} 收 数 于 w, 并 记 作 
lim a,=w. 


no 


当 fc 全 时 ,那么 

t= lim a, 
必定 是 A 中 的 元 业 ， 然 而 , 在 一 般 情形 , 如 果 wx, 那么 不 一 定 
存在 fxojc 4, 使 得 


x Tim gn, 
am 


[733 和 性 : 


这 是 因为 六 (中 的 元 素 可 能 “ 汉 多 ”， 使 得 “不 足以 成 为 4 中 的 
任何 序 询 的 极限 .但 当 三 的 每 一 点 高 有 可 效 邻 域 基 时 , 就 能 保证 
EA IaT CEA, Lim 了 一生 - {8.1.8Y 


例 和 二 设 于 = 了 9, 和 和 但 证 上 的 折扣 通过 下 询 方式 定义 容 
集 凶 己 及 与 [0, 人 至 多 相关 可 数 个 点 的 集合 称 为 开 集 、 这 样 ， 当 
二 [0, 才 时 ， 则 侨 何 包含 1 的 开 集 部 与 4 相交 . 故 A= [0, 1j， 
但 是 4 中 前 任何 序列 都 不 柯 能 收 敏 于 I， 因为 任何 序列 都 至 多 包 
会 可 数 个 点 , 从而 由 定义 , 它们 都 是 交集 , 只 可 能 收 敏 闻 序 列 中 的 
这 个 例子 虽然 是 硬 造 出 来 的 ， 伺 于 生动 地 说 明了 为 什么 
Y (ww) 中 的 元 素 “ 太 多 ”时 ,4 就 不 足以 成 为 做 近 它 的 点 的 序列 的 极 
限 ， 因 为 不 管 给 出 怎样 的 序列 , 总 能 找到 不 包含 该 序列 的 邻 域 ， 目 
以 上 例子 说 明了 , 希望 接触 点 与 极限 点 之 间 布 (3.1. 记 那样 的 
关系 , 序列 极限 的 概念 是 不 够 的 ， 为 此 ,需要 定向 族 或 网 nob) 的 
关 直 全 集合 刀 称 六 定向 集 ， 是 指 五 是 序 集 , 于 满足 
Va, BED, IyED, oy, BEY. 
ee 上 的 定向 族 或 网 ， 是 指 喘 射 9 卫 一 瑟 , 这 里 力荐 个 定向 
集 ， 仿照 序 列 的 记 法 ,我 们 也 把 定向 族 记 为 {rsjscpC 王 ， 与 序列 
的 情形 类 似 , 拓扑 空间 于 中 的 定向 族 {wjoen 的 琢 限 旭 下 定义 : 如 
果 存 在 4%E 王 , 使 得 
YY Jmw ED, Yaoo, wa Er, 
那么 称 = 为 定向 族 {wo} 的 瓜 限 ,或 者 说 位 :} 收效 于 z， 并 记 必 
Tim Ta = 一 下 {3.16) 
有 了 这 个 概念 以 后 ,就 可 以 说 . 

J 、 see93 定 向 族 fwjaenc4 In so 一 oa， (8.1.7) 
这 里 千 是 显然 的 , 为 指明 一 ， 只 希 广 意 到 YXc) 中 的 元 素 全 体 邵 
时 定义 太志 Pr 全 了， 则 WY(w) 就 成 了 定向 集 ， 于 二 对 于 任 - 
何 FEY (Aw), 到 wrEVN4, 则 显然 有 


5 沈 


本 和 挡 咸 公 )， 


8 3.! 折 扑 室 间 及 其 有 关 概念 [L791 


lim er 一 此 
下 


还 可 注意 到 ,这 里 的 六 不 需 遍 经 所 有 YY"(%) 的 元 天 ,而 上 只 需 遍 经 4 
的 邻 域 基 即 可 。 因此 当 下 的 每 点 都 有 可 数 邻 成 基 时 ， 上 上 述 的 xr 
可 以内 取 可 数 个 , 即 {zr} 是 个 序列 .这 也 同时 证 明了 各. 芋 .5 中 
所 还 的 结论 ， 

与 序列 的 子 列 概念 相交 似 ， 对 于 定向 族 . 有 闻 定 向 族 的 概念 . 
但 由 平定 而 集 不 是 全 序 集 , 因此 ,会 出 现 一 些 序列 情形 过 不 到 的 怪 
现象 为 了 明确 起 见 ， 我 们 把 定向 集 记 作 (D，<b)、 另 一 个 定 人 是 
集 (D，&p) 称 为 CD，<< 四 的 子 定向 集 ， 是 指 ，Gi) DcD, 
(ii YaE D, 38ED', a<pp, 且 8 和 om Sa<pyy， 这 里 最 要 注 
意 的 是 上 的 序 关系 芯 w 可 以 不 必 是 力 上 原 有 欧 序 关系 ， 如 时 
窑 就 是 通过 委 p 导出 的 , 即 

Ye. BED', op © ooB, 

出 CLD， 名) 称 为 (CD，<<5) 的 共 尾 子 集 ， 当 (DD 所 是 (D, <p) 
的 子 定 问 集 时 ,定向 诸 {zj sew 就 称 为 {0a}ses 的 于 定向 族 ; 而 当 
{D'， < 是 (D，<<p) 的 共 尾 子 集 时 ， 定 向 族 {tofzez 就 称 为 
{fra}aes 的 共 尾 子 续 序列 的 子 列 妈 仅 是 序列 的 共 尾 子 族 , 但 是 序 
列 还 可 以 有 不 是 子 列 的 子 定向 族 。， 下 列 例 子 说 明了 , 仅 有 其 尾 子 
族 ( 于 列 ) 的 概念 是 不 够 的 . 

例 2 设 


一 划 oy 
这 里 妨 " 表示 正 吏 数 全 体 ， 它 的 拓扑 定义 如 下 ，(1) 除 (0, 0) 以 
外 ,多 各 所 有 剃 点 集 是 下 集 ，(3) 有 下 列 性 奈 的 合 (0, 0) 的 集合 了 
是 开 焦 ; 除了 有 限 个 > 外 ,长 二 二) 六 是 有 限 集 ， 容 易 验 
证 ， 以 的、( 区 定义 的 所 有 有 开 集 作为 开 集 茶 的 拓扑 至 交大 是 
Hasder 空间 , 且 (0, 9) 是 八 生 ， 开 用 、 的 线 点 但 是 六 中 


Hm EN 


的 任何 不 会 (0 中 的 序列 都 不 收 证 村 (0, 0). 事实 上 ,任何 可 能 收 


ta0] 襄 汪 这 ”新 盾 线 考 罕 癌 中 的 同性 


We 二 动 | 

不 前 能 只 停留 在 有 限 个 位 圭 ， 二 站 。， 中 ， 桓 如果 在 光彩 个 
站 二 中 有 { 的 元 北 ， 则 可 以 攀 造 一 个 (0,0) 的 不 包 
何 元 蒜 个 5 中 的 元 索 的 邻 域 ， 腑 至 to 不 可 能 收 就 于 
《0, 0). 然而, (0, 四 作为 改革 于 骨 的 聚 点 又 必定 有 
门生 二) 让 中 的 元 素 构 成 的 定向 族 收 敏 守 (0, 多 ,这 穆 定 漳 
族 一 定 是 序列 前 人士， 去 目的 于 定向 族 , 且 它 一 定 不 是 子 
列 

定向 族 的 概念 用 来 指出 某 集合 是 闭 集 时 是 很 有 力 的 工具 ， 但 
用 来 手 出 某 集合 是 紧 集 (定义 见 入 后 ) 却 不 是 很 方便 的 ， 为 此 ,我 
们 叉 需 要 “光子 ”的 概念 ， 尽 管 吝 子 与 定向 族 在 某 种 意义 上 是 两 种 
的 相亲 亲人 上 的 于 全 床 区 各 为 汪 二 的 尖 半 (全 人 
是 指 它 满足 

切 名 呈 多 ， 且 当 为 非 空 的 子 集训 

条 如 果 也 EE 泡 ,下 CC 人 CC 区, 那么 信 E 天 

iii) 如 果 卫 、 GE , 那么 了 NG EF. 
集合 王 上 的 子 焦 旗 作 称 为 卫 上 的 过 子 基 , 是 指 它 渍 足 : 

说 名 生 乡 , 瑟 多 为 非 空 的 于 集 族 : 

革 ) 如 取证、 有 党 , 那么 存在 了 GE 及 使 得 配 王 本 站 Be， 

恒 然 , 每 个 禄 子 基 乡 都 可 唯一 地 扩张 为 一 个 滤 子 多 ,使得 
YFEF, IBPEF, BE. 

事实 上 ,这 时 直 子 .和 由 所有 包 会 轨 的 元 素 作 为 于 集 的 下 的 子 集 
组 成 . 

总 子 与 定向 族 的 关系 部 下 ， 设 {zo}oes 为 了 上 的 定向 族 , 那 
么 令 For feje> 居 ， 则 下 的 于 集 族 {Fs}sen 就 构成 卫 上 的 一 
个 由 子 基 。 反之 ， 由 于 也 上 的 浪子 关于 包含 关系 就 构成 一 个 


级 Ji0, 0) 的 序列 


3.T 师 扑 密 问 及 其 有 泪 概 几 [581] 


定 宙 集 , 于 是 对 于 任何 万 EZ, 联 wsEF，{zrjres 就 是 甘 上 的 一 
个 定向 族 . 关于 滤 子 与 定向 族 的 各 种 结论 就 可 通过 这 样 的 转换 而 
相互 转 和 的. 
拓扑 空间 中 药 滤 子 同 漳 也 有 收 伍 的 概念 ， 设 多 为 拓扑 空间 
莹 中 的 滤 巴 .如果 存 在 *€ 互 , 使 得 
Vw) CF. 
那么 称 ”为 滤 子 .区 -的 极限 .或 者 说 . 史 收 敏 于 总 记 作 
lim .多 一 a 
对 于 泪 子 基 可 通过 它 牛 蕊 的 滤 子 而 有 同样 的 概念 ， 它 也 可 如 下 直 
搂 定 义 ， 设 绍 为 拓 半 空间 开 中 的 滤 子 基 ， 如 果 存 在 wE 工 ， 使 
vvVEY le), BEY, BCEV, 
那么 称 x 为 滤 耶 史前 板 限 ,或 者 说 多 阔 黎 于 ww 记 作 
lim 家 一 必 
与 定向 谈 的 子 定向 族 相当 的 概念 是 比 原 滤 子 更 细 的 滤 子 ， 设 
与 -95 是 集合 斑 中 的 两 个 港 子 ， 如 果 .而 CZi, 那么 就 称 
多 i 比 1 竟 知 显然， 对 于 拓扑 空 间 中 前 两 个 浪子 . 和 .95 如 
皮 罗 ; 比 多 1 更 细 , 那 么 当 史 1 收 敏 时 ,多 也 收 敏 j 友之 ， 则 不 一 
定 . 它们 问 的 鞠 系 就 像 序列 及 其 子 列 、 吉 更 一 般 的 定 问 族 及 其 子 
定向 族 之 间 前 关系 . “最 细 ” 的 滤 子 ， 妈 不 存在 比 它 更 细 的 滤 子 揭 
滤 子 , 称 为 起 浊 子 。 利 用 Zorn 引 理 容易 证 上 明 ， 对 于 集合 互 上 的 任 
何 淡 子 ,都 存在 比 它 更 细 的 超 滤 子 .对 于 定向 族 来 说 , 当然 也 应 该 
有 相当 前 “ 超 定向 族 * 的 概念 , 但 较 费 解 , 一 般 不 采用 . 
陈 了 航 限 外 ， 对 于 拓扑 空间 中 的 洪 子 还 较 容易 定义 化 点 的 楼 
您 ， 访 多 为 拓扑 空间 是 中 的 滤 子 ， 那么 i 次 
a ) OP 可 tt 记 革 
称 为 到 的 聚 点 集 ， 其 中 的 元 素 称 为 多 的 又 点 。 对 定 癌 族 虽然 也 
可 有 类 仅 的 颖 念 , 但 同样 不 太 方便 - 
现在 我 们 利用 汉子 的 概念 来 讨论 尊 扑 空间 欧 紧 集 ， 分离 拓扑 
空间 于 中 的 于 和 集 4 称 为 紧 集 ,是 指 如 果 开 集 族 OE Ox 人 ET 满 


Le3] 各: 计 ， 狗 扑 绕 性 空间 中 的 凸 考 


EAC O, 那么 存在 有 限 个 和 …'， 加 ET, 使 得 
4c 忆 ou 


它 也 可 简 述 为 ，4 的 丝 一 江 覆 盖 具 有 有 限 子 覆 证 .如 果 下 本 身 就 
是 紧 集 , 那么 五 称 为 时 ( 拓 间 ) 空 间 。 注意, 在 这 里 总 要 求 空间 是 分 
璃 的 ， 以 避免 “平凡 空间 也 是 紧 空 间 ” 这 样 的 绪论 . 了 列 定 理 说 明 
如 何 用 滤 子 来 刻 划 紧 空间 ， 
定理 3.1.1 设 肝 是 分 离 拓 扑 空间 ， 则 下 列 命 是 是 等 价 的 : 
了 于 是 紧 空 阳 ; 

这) 设 古 (ET) 为 下 的 闭 集 族 ， 如 果 任 何 有 限 个 机 的 交 
是 非 空 的 ,那么 门 了 2 

ii 六 中 的 任何 王子 有 形 点 ; 

iy) 至 中 的 任何 超 滤 子 是 收敛 的 . 

征明 全 过 . 令 Q REP4 则 三- 呈 O 等 虱子 门 机 一 多 
于 是 说 不 过 是 了 司 的 北 否 命题 ， 吕 放 

吉他， 训 祝 二) 是 显然 的 ， 反之 , 则 可 把 {BO 扩充 为 一 
个 滤 巴 , 而 导 得 站 环 关 厅 . 

i) SSiv)， 上 只 种 注 意 到 如 果 超 滤 子 多 有 聚 点 cE 了 ,那么 
必定 有 六 (外) 己 久 5, 即 lim .5g 否则 六 (ao) U 5 将 是 比 F。 
更 细 的 滤 子 ， 这 与 5 是 超 滤 子 相 义 盾 ， 由 此 容易 看 出 i)、 iv) 
是 等 价 的 . 时 

定理 3.1.2CTaxonos) 紧 空间 的 拓扑 乘积 是 紧 空间 ， 

证 明 设 五 | 全 GE 刀 都 是 紧 空 间 ， 瑟 一 再 民 并 赋 以 乘积 拓 
扑 . 完 义 射 影 映 射 Ps 斑 一 总 为 

Vem (ter EF, Pilw) = 
那么 如 果 多 是 丸 = 肝 了 立 : 中 的 超 滤 子 , 则 必 有 了 Pi.) 是 王 , 中 的 
超 滤 子 , 由 定理 38. 工 工 的 iv), 存 在 % 一 lim P.(F)， 和 容易 验证 
(ojier=Jim .9 四 
注 如果 用 定向 族 米 刻 划 空间 的 紧 人 性 ， 闭 么 定理 3.1.I1 的 


对 3 拓扑 室 帮 及 此 有 有 关 坡 念 [Bs 


如 ~iy) 也 等 价 于 ， 

Y) 蕊 中 的 径 何 定向 族 有 收 伍 地 定向 族 ， 
但 是 紧 性 不 等 价 于 下列 两 种 性 质 : 

〈 可 数 紧 ) 任 何 无 限 集 有 聚 点 

( 列 紧 ) 任 何 序 列 有 收 伍 子 列 ， 
最 然 ,( 紧 ) 蕊 (可 缀 紧 ), ( 列 紧 ) 祝 (可 数 紧 )， 但 ( 紧 ) 与 ( 列 紧 ) 互 不 
包含. 

例 8 设计 一 {7; [0, 本 一 [0 要 为 [ro 到 [0, 习 的 数值 
函数 了 的 全 体 ， 它 也 可 以 看 作 乘积 空间 

及 = [0, 11] Wn HL, [0， Ils, 


EIO, 
我 们 对 [0, 刁 定 义 通 常 的 拓扑 ， 而 对 互 赋 以 乘积 拓扑 ， 则 由 定理 
8.1.3, 下 是 紧 空 间 . 容易 看 出 , 总 中 的 收 敏 性 就 是 逐 点 收 敏 性 . 
定义 互 中 的 点 列 {f 如 下 ， 
YE fo0 本 ,ftw) 一 4 的 二 进展 开 的 第 % 位 数 (0 或 二 )， 
一 J，2，…。 则 {fr 没有 收 合子 列 ， 事 实 上 ， 如果 PCA 
收敛 , 即 


Yo€ [0, 1], lm fae) fe). 


则 总 能 找到 某 个 3E [@, 刁 ,使 得 三 的 展开 的 第 几 位 为 0, 第 四 位 
为 二 以 后 总 是 0, 1 交叉 ,以 至 lim f(z) 不 可 能 存在 . 这 就 说 明 
下 不 是 列 紧 的 ， 这 个 例子 与 例 2 一样， 也 是 有 京 点 而 无 妆 敛 子 列 
的 序列 的 例子 . 

另 一 方面 ， 设 4 是 马 申 所 有 仅 在 可 数 个 点 上 不 为 零 的 函数 
的 全 体 . 那么 容易 大 出 , 4 在 五 中 是 稠密 的 ,但 4 名 王 。 因 此 ,4 
不 可 能 是 紧 集 ， 然而 , 4 中 的 每 一 序列 都 可 通过 对 航线 方法 选 出 
收敛 子 列 , 即 4 是 药 紧 集 ， 卜 

在 每 一 点 上 都 有 紧邻 域 的 拓扑 空间 称 为 局 部 紧 空 间 ， 配对 
通常 的 拓扑 就 是 一 个 局 部 紧 空 间 . 其 至 反之 也 成 立 , 即 局 部 紧 性 . 
是 有 限 维 拓 盾 线性 空间 的 特征 (习题 三 , 13). 

有 一 类 等 殊 的 拓 补 空间 称 为 距 亢 空间， 集合 至 称 为 距离 空 
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加 是 指 在 其 上 定义 了 称 为 亚 离 的 映射 忠实 x 开 一 吾 满足 
这 Yo 8 后 下 dr, y) 0 oy 
ii) Ve yEZF, 三 gd, 5 
ll) Ye ysER, de, 的 二 人 8) Taty, 9). 


距离 空间 不 中 的 点 前 邻 域 基 定 义 为 
了 1 
al os 

这 里 Be 1/m) ~ {y EXIde, 的 < 时 


闪 此 , 虐 离 空间 的 每 个 点 上 都 有 可 数 邻 域 基 , 以 至 在 距离 空间 中 考 
处 取 极限 时 , 一 般 只 需 考虑 序列 的 极限 . 此外, 还 可 证 明 , 对 于 距 
高 空间 来 说 , 紧 、 可 数 紧 与 列 紧 是 等 价 的 (参看 习题 三 ,8). 
最 后 ， 两 个 拓扑 空 闻 玉 和 了 间 的 映射 f. 卫 -> 了 称 为 在 
,名 EE 上 连续 ,是 指 y~f《z) 的 任何 邻 域 六 的 逆 煞 171(7) 是 sz 的 
邻 域 . 它 也 可 用 定向 族 叙 述 为 ， 


如 时 im ra=w, 
那么 - Hm f tm) = fe). 

当 脏 为 距离 空间 时 , 定 启 族 还 可 代 普 为 序列 , 用 泪 子 来 叙述 网 为 : 
如 时 lim 和 Fo， 

那么 lm je) —g, 


这 里 Hm j(w') 表 示 由 了 中 的 泪 子 基 .F(CZ ) ( 它 一 般 不 是 泪 子 ) 所 
生成 的 滤 子 的 极限 . 如果 了 在 瑟 的 所 有 点 上 都 连续 , 则 f 在 互 上 连 
禁 ， 不 只 证明, 产 总 一 了 连续 的 充 要 条 件 为 了 中 的 任何 开 集 Or 
的 道 象 产 '(O7) 是 于 中 的 开 集 ， 当 开 集 换 为 闭 集 时 记 成 立 ， 由 于 
集合 局 的 映射 总 是 把 超 滤 子 变 为 超 滤 子 ， 所 以 由 定理 3.1.1 的 
iy) 即 可 得 ， 紧 室 间 的 连续 彰 是 策 集 ， 如果， 卫 -> 了 连续 ， 
了 了 > 年 存 在 且 连 续 ,那么 称 了 为 下 的 同上. 

我 们 经 常 通过 一 些 拓 技 空 间 与 男 一 个 集合 局 芍 岗 射 ， 出 要 求 
这 些 映射 的 连续 性 ,， 来 定义 该 集合 上 的 朱 扑 。 例 如, 设 4 忆 全 为 
折 扑 空间 互 的 子 集 ，4 上 的 伟 等 时 射 了 可 看 作 4 到 王 的 有 射 。 


§ 8.3 拓扑 线 手 空 则 中 的 上 四 集 分 离 定 理 [时 了 


使 得 工 4 一 所 连续 的 妃 上 上 的 最 棚 的 拓扑 称 为 并 在 4 上 的 诱 孚 
大 提 。 这 种 拓扑 要 求 下 中 的 开 集 口 在 毛 中 的 逆 钴 

T-1(0) -On4 
是 和 4 中 的 开 集 , 且 由 最 粗 的 要 求 , 4 中 不 再 有 其 他 前 开 党 .在 4 
中 定义 了 这 样 的 诱导 所 利 后 , 常 称 4 是 也 的 括 赴 子 空间. 又 如 ， 
设 了 他 ES 站 都 基 拓 扑 室 间 ， 那 么 拓扑 际 积 z= 了 也 ,实际 上 是 
要 求 记 有 射影 吴 射 Pu [| 玉 , 一 也 都 连续 的 最 粗 的 互 上 的 拓 


扑 ， 
有 关 拓扑 空间 的 不 很 完 告 的 补充 知识 就 简 述 至 此 。 


§3.2 拓扑 线性 空间 中 的 凸 集 分 离 定理 


现在 我 们 在 线性 空间 中 引入 拓扑 结构 ， 并 要 求 线性 结构 与 招 
扑 结 构 林 协调 , 于 是 就 得 到 了 拓扑 线性 空间 的 概念 .具体 地 说 ,一 
个 ( 实 ) 线 住 空间 脏 称 为 拒 扑 线 糙 空间 ， 是 指 在 下 中 定义 了 拓扑 
结构 , 并 满足 ， 

了 3:，(z, 殷 r>z 二 3 是 下 x 瑟 到 互 的 连续 里 射 ; 

TVs，(, Pp 是 下 x 玉 到 玉 的 连续 映射 
这 辟 条 件 TY、 ZV 就 意味 着 线性 结构 和 拓扑 结构 萄 协调 、 

注 一 个 线性 空间 中 引入 了 一 种 很 自然 的 拓扑 结构 ， 并 不 能 
保证 这 种 扳 扑 结构 一 定 与 线性 结构 祖 协调 .典型 的 例子 协 是 在 线 
性 空间 中 引入 用 代数 开 集 作为 开 集 的 拓扑 ， 当 空间 的 维 数 大 于 工 
时 , 这 种 拓扑 与 线性 结构 不 协调 ， 事 实 上 , 对 BB? 取 0 的 邻 城 为 命 
题 1.3, 工 的 注 工 中 的 集合 4， 如 果 TF, TF 满足 , 那么 应 该 存 
在 a>9 和 0 的 邻 域 UU, 玉 , 使 得 

aU tuV CA, VAwE(C-e, 8). 
但 这 是 不 可 能 的 , 因为 落 取 wED, yeE8y, 且 wg 线性 无 关 , 那么 
B=- {2E Rehet jy, Nh WE, SE Ep 
是 以 原点 为 中 心 的 矩形 ,而 4 中 不 包括 任何 这 样 的 矩形 ， 
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另 一 个 例子 是 对 线性 空间 取 离 散 拓 扑 ， 重 
命题 32.1 证 总 为 拓扑 线性 室 间 ， 邓 作对 于 任何 mmE 台 
和 和 EBOF0), 映射 zw 二 v6 是 于 到 互 的 同 有 卡特 别 是 , 如 
暴 大 是 互 的 堆 的 令 域 族 , 那么 对 于 任何 
AEROF0D, MY= {NAV}rey 
也 是 零 的 邻 域 族 ; 对 于 任何 
ER, YHam{F ta}rew 


是 «的 邻 域 族 . 
证 明 事实 上 , 设 
f(2) = hs+ wo=y, 
那么 FD = (yo). 
它们 都 是 革 到 于 的 连续 映射 , 帮 f 了 是 焉 到 下 的 同 卡 . 命题 的 后 
半 部 由 连续 的 定义 可 得 . 和 

命题 3.2.2 设 名 为 拓扑 线性 空间 斑 的 零 邻 域 基 ， 那 么 对 
于 任何 UE 使 , 有 

了 0ET', 即 如 是 吸收 集 ; 

过) 存在 玉 E 狗 , 使 得 六 CD; 

ii 存在 对 称 的 零 邻 域 玉 , 名 玉 = 一 邢 , 使 得 本 Cr, 反 之 ， 
如 果 工 的 滤 子 基 久 满 是 让 ~ii1) (1 更 改 为 存在 对 称 前 全 GE)， 
那么 下 上 可 定义 以 人 为 零 邻 域 基 的 与 线性 结构 相 协 调 的 拓扑 ， 

证 明 座 对 于 任何 hEX, 刁 (%)=% 是 驴 到 下 的 连续 映 
射 ,从 两 对 于 任何 口 EN, 存在 和 =0 的 郭 城 (- s,s), 使 得 

H((—se, ecD, 
期 存在 s>0, 使 得 (一 把 ， eh) CU， 因此 0EDT' 

和 因为 g(%, 9)=m+y 是 及 x 了 导 到 旦 的 连续 映射 , 故 对 于 
任何 EH， 存 在 三 的 零 邻 域 访 .、 Vo, 洲 尼 FPCU， 了 
VE%, 使 得 VCVNTs, 则 FVcU. 

7) 因为 8Gu 2 一 是 及 xx 总 到 互 的 连续 耿 射 ， 故 对 于 
任何 口 E 伯 ,存在 一 0 的 邻 域 (一 s,s) 和 福 的 零 邻 城 记 ,使 得 

YE 一 s a), WED. 
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令 歼 = 羡 Fn (全 四 
隐 琴 一 一 开 , 且 WCU. 

反之 ， 我 们 在 筷 上 定义 以 必 为 零 邻 域 基 的 拓扑 (对 于 和 任何 
34 了, 以 V+% 作为 & 的 名 域 基 )， 那 么 首先 易 证 (2 Fw 十 护 
(Co 和 在 sw 一 y 一 0、 和 一 0 时 连续 ， 然 后 再 利用 平 称 可 得 到 它 
们 处 处 连续 。 目 

注 令 多 为 线性 空间 科 中 所 有 包含 0 的 本 代数 开 集 。 那么 
铬 满足 习 、 边 、3)、 于 是 互 上 可 定义 以 这 样 的 多 为 零 部 域 基 的 
与 线性 结构 相 协 调 的 白 扑 。 这 时 前 一 注 中 的 问题 不 理 出 现 ,因为 
集合 4 不 再 是 零 邻 域 。 目 

推论 ”任何 拓 外 线性 空间 有 闭 的 对 称 的 零 邻 域 基 。 

证 明 事实 上 ,如 打 wEP, 则 


(w—-PNV#R, 
即 wsEV+T, 
从 而 CV 这样 自 访 、iiHi), 对 每 一 EW, 存在 一 阅 的 对 


称 的 邻 域 WCU. 目 
命题 3.2.3 设 铬 为 拓扑 线性 空间 于 的 零 邻 城 苦 ， 那 入耳 
昨 分 离 空间 , 当 且 仪 当 ， 
门 蕊 = 40)}， {3.2.1) 


证 明 如 果子 是 分 离 的 ,那么 
YER, w#0, IU EH, w4D, 
从 而 个 .2. 卫 成 立 . 

有 反之, 如果 (8.2.1) 成 立 ， 则 对 于 任何 mg 会 互 mw 天 yy 存在 
UE 人 NWN, 使 得 w 一 y 半 口 。 由 命题 3.2.2 前 ii， 存在 对 称 的 堆 
邻 域 王 ,使 得 玉 十 六 和 本， 于 是 必须 有 

(wi NY TS, 
否则 ,将 存在 *E (ze 士 必 ) [1 (y+ 下 )， 使 得 
必 一 由 一 侣 一 纷 一 (一 由) EF-—-V=rV+V cD, 
导致 镍 大. 目 
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推论 拓扑 线性 空间 是 分 离 的 当 生 仅 当 了 0} 是 妆 集 (从 而 每 一 
单 点 集 也 是 闭 集 ). 目 

“ 当 ” 的 部 分 是 命题 8.2.2 的 推论 与 命题 3.2.8 合 在 一 起 的 结 
时 ;“ 仅 当 ” 部 分 可 由 定义 直接 证 明 ( 习 题 三 , 3)， 

命题 3.2.4 设 44 为 拓扑 线性 空间 于 中 的 线性 子 空间 ( 仿 射 
集 . 锥 , 凸 集 )， 那 丸和 4 在 下 中 的 闭 包 亏 也 是 线性 子 空间 ( 仿 射 集 
锥 . 西 集 )， 

证 明 以 号 集 为 俩 ,其 他 情况 是 类 似 的 ， 设 wy EZ, 则 存在 
定向 旋 {2o}. {yg} 生 4, 使 得 和 一 和 ys 一 y. 对 于 任何 和 NE [0, 了 DD， 
{CI 一 zara} 己 4 也 是 定向 族 , 其 定向 指标 集 为 {(m, 8B)}, 且 

(Co BE (oe, BY 
定义 为 wsa、B<B 同时 成 立 ， 显然 有 
二 一 Xpe 十 Mge 一 《一 和 六 十 Xe 
故 (1)w+%wy EA. 
由 和. wg 的 任意 性 , 4 也 是 山 集 . 目 

下 面 讨论 拓扑 线 性 空间 上 的 线性 形式 ， 由 于 空间 有 了 拓扑 ， 
我 们 可 以 谈论 线性 形式 的 连续 性 ， 所 谓 线性 形式 w* EX* 是 连续 
的 , 是 指 开 到 卫 的 映射 《<w*,，%》 是 连续 的 ， 

命题 8.2.5 设 * 为 拓扑 线性 空间 肪 上 的 线性 形式 .、 那 公 
多 连续 的 充 要 条 件 为 

Fi- {2EX| lw”, oo 一 全 (8.2.2) 
是 五 的 零 邻 城 . 
证 明 w' 在 4 一 0 上 连续 的 充 要 条 件 为 对 于 任何 s>0， 
Vo= {rEE) [< >|<e} 
是 零 邻 域 . 但 六 是 零 邻 域 等 价 于 一 了 /fs 年 零 邻 域 , 放 命题 的 
条 件 等 价 于 zw 在 xz 一 0 瞎 续 ， 册 ws 的 线性 性 ， 易 证 a* 在 4 一 0 
上 连续 等 价 于 在 了 上 连续 . 目 

注 对 于 任何 w*E 了 及 ", 形 为 (3.2.2) 的 集合 互 显 然 是 代数 
开 喇 集 .。 因 此, 如果 定 义 所 有 含 9 的 代数 并 凸 集 为 零 邻 域 基 , 那么 
所 有 线性 形式 都 是 连续 的 ,四 、， 
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定理 3.8.6 设 zw 为 拓扑 线性 空间 立 上 的 线性 形式 .那么 

2* 连续 前 充 要 条 件 为 超 平面 
百 o 一 也 台 旺 [oz> 一 中 
是 闭 的 。 邵 果 五" 不 是 闭 的 ,那么 Ho 必定 在 互 中 是 剩 密 的 , 即 
瑟 。 一 并 

证 明 如 果 ww 连续 ,那么 五 ,。 作为 EB 中 的 闭 集 {0} 的 递 象 也 
是 团 的 。 反 之 , 如果 囊 。 是 闭 的 ,那么 对 于 任何 mr 侍 瑟 ,, 存在 零 邻 
域 口 , 使 得 (wz+ 吕 ) 中 瑟 , 一 名， 不 妨 设 《2*， wy》 一 1 且 术 对称， 
那么 必须 有 

UCV:= {os| {<w", 2> | <1}. 

否则 ,将 存在 ED, 使 得 


. [<%, 2) | >1, 
由 器 对 称 ,可 假设 
《oz El 
但 又 由 0ED, 可 得 [0, cD, 从 而 存在 生 & [0, 区 , 使 得 
《zw，24> — —1, 
于 是 Co”, wa t=0, 


与 (十 加 得 如 o 一 逆 巴 拓 。 这 样 一 米 ，U0UCCV1， 同 此 也 是 零 
邻 域 ， 由 命题 3.3.5, wm* 连续 ， 

如 果 互 ,不 是 闷 集 ， 那 么 互 。 是 包含 五 。 为 真子 空间 的 于 的 
子 空间 (命题 3.2.4、 令 m0& 瑟 以 Ho0, 则 <w'， we》 关 0， 从 而 对 于 
企 何 = 全 工 , 存在 和 所 及 ,使 得 

人 2 — MLE, o> = KP", Nvoy, 
即 xz 一 XzoE Ho, 或 EHo+hroCC 有 由 的 任意 性 ,这 说 明 
互 o 一 代目 

拓扑 线性 空间 也 的 连续 线性 形式 的 全 体 称 为 卫 的 拓 着 对 倡 。 
由 于 以 后 很 少 同 时 使 用 代数 对 个 和 拓扑 对 偶 , 我 们 仍 记 互 的 拓扑 
寻 侦 为 王 "， 其 中 的 元 素 为 2*， 仅 在 有 需要 区 别 时 再 另 作 说 明 , 妈 
使 在 以 后 仍 把 子 * 理解 为 代数 对 偶 , 也 不 会 产生 大 问题 , 因为 我 们 
已经 车 到 , 对 于 及 的 特殊 的 拓扑 , 即 以 代数 开 囊 集 作为 开 集 基 , 乓 
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扑 对 偶 与 代数 对 偶 是 可 以 恒 同 的 . 

有 了 上 上 述 准 备 后 ， 我 们 来 指出 拓扑 线性 空间 中 的 凸 集 分 离 定 
理 . 与 以 前 不 同 的 是 ,现在 讲求 分 离 超 平 面 是 狐 的 , 即 记 对 应 的 线 
性 形式 是 连续 的 . 为 此 , 党 讨论 瑟 集 的 代数 内 部 与 拓扑 内 部 的 关 
系 . 

命题 3.2%.7 设 五 为 折 扑 线性 空间 三 中 的 凸 集 ， 且 互 的 拓扑 
内 部 inh 五 浆 休 ， 那 么 

1) int EE ~ EK 

2) KE-=E'. 

证 明 由 设 wEint 慷 ,， 则 罕 在 零 伸 域 U, 使 得 

» 二 加 呈 攻 . 
由 命题 3.3.2, 0EV', 从 而 
E(t CE 
困 此 ,int 正字 站 4， 反之 , 设 wmwEint 玉 之 站 '， 则 由 定理 
1.3.6, 存在 qz 多 五 ， 使 得 5e [ze 的 )， 而 
bo, 21) int EK, 
事实 上 ,由 zoEint 区 , 窑 在 零 名 域 吕 , 使 得 ot+DCCK. 由 下 其 
古 集 , 故 有 
VAE [0, 1), 
{1—%) (get D) ++i (1—N) ve thot (I —NDCRE, 
国 为 红 一 x) 芝 还 是 零 邻 域 , 故 

lwo, 10)= {wlw = (1—N}go th ME [0, D}Eint EK. 
特别 是 Eint 玉 ,从 而 下 "CinbKK 以 至 到 ' 一 ini 天 . 

i 显然 有 玉 ? 叶 玉 ， 反 之 , 如果 m4E 民 ,woEint 及 ， 那么 与 
上 面 一 样 可 证 明 [zo, 四 CCin4 尺 ,从 而 EK 置 

由 命题 3 .2.7 和 定理 革 .,4.6、 定 理工 .4.8,， 即 可 得 以 下 定理 ， 

定理 3.2.8 【〔《 凸 集 分 离 定理 ) 设 4、 为 病 四 线性 空间 长 中 
的 两 个 非 空 集合 ,4 一 BB 为 十 集 , int(4 一 BD 卫 2,， 且 

0¢FinitA—B), 
那么 4,8 可 用 闭 超 平 面 分 离 , 0 与 int(4 一 睛 ) 可 用 闭 超 平面 严格 


EE 


让 鸭 中 前 上 襄 分 


分 离 。 如 果 嘴 外 还 有 0 叶 《~ 甩 ,那么 44 至 可 用 闵 超 平面 强 分 
高 , 目 
这 里 只 需 注意 到 把 0 与 ini(4 一 一 严格 分 离 的 超 平 面 不 包 
inf(4 一 总 ) 的 点 , 因而 它 不 可 能 在 王 中 稠密 , 所 以 只 
能 是 也 的 、 其 他 都 可 由 以 阁 的 络 洒 得到， 
推论 TI 设 4.8 为 拓扑 线性 空间 卫 中 的 两 个 非 空 西 集 . 
int A¥ YG, int ANB~ GG, 
那么 4、B 可 用 闭 起 平面 分 离 , int 和 与 旦 可 用 财 址 平面 妖 格 
分 离 . 自 
与 以 前 一 样 ,这 时 可 证 明 
int(4—B)-int A4—B. 
锥 论 和 设 筷 为 拓扑 线性 空间 五 中 的 三 集 , 且 
int 4 关 好 
那么 对 于 任何 2 后 int 4, 存在 连续 的 w*E 互 " 使 得 
Cp my a, yy, VyEint A. 是 
推论 8 设 太 为 拓扑 线 性 空间 三 中 的 闲 古 集 ,县 
int KE, or(w’) —sup ep, oy 
为 其 承 托 画 数 , 这 里 w*ET", 于 * 为 工 的 拓 补 对 个 ， 那 么 
E-{€E ZX, oon), YoE TR*}. 站 
推论 和 设 四 为 分 离 拓 扑 线 性 空间 互 中 的 闭 凸 集 , 且 
int 交 #2 
如 为 王 中 的 紧 集 , 区 站 0 一 包 ， 那 么 存在 闭 超 平面 使 下 .0O 强 分 
离 . 
证 明 可 以 指出 ( 留 给 读者 作为 练习 ， 贿 看 习题 三 .9.i)， 这 
了 时 五 一 O 为 有 非 空 内 部 的 闭 凸 集 , 卫 
0 和 下 --O 有 
与 以 前 铬 比较 , 是 在 可 提出 “相对 拓扑 内 部 ”的 和 概念 , 把 所 有 和 鱼 
论 的 条 件 都 减弱 为 “相对 拓 盾 内部”? 确实 可 以 提出 相 对 拓扑 内 部 
的 概念 如 下 ， 设 4 为 拓扑 线性 空间 于 中 的 子 集 。 4 的 相对 招 条 
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上 内 部 是 指 , 
五 好 一 妃 E 王 | 忆 零 名 域 DT x+ 人 naEd)C4 才 . 
对 于 这 个 轿 念 ,不 难 指出 命题 3.3.7 确实 也 能 改进 为 如 下 命题 ， 
命题 3.g.Y% 设 瑟 为 扳 扑 线性 空间 互 中 的 凸 集 , 且 
于 瑟 夫 他， 


那么 

i) 二 下 一 大 蕊 

i) KE~K'. 

但 是 定理 3.2,8 及 其 推论 郑 无 法 一 样 改 进 ， 问 题 在 于 无 法 保 
证 任 次 一 个 团 仿 射 香 一 定 能 扩充 为 一 个 闭 超 平面 ， 因 为 存在 某 些 
折 扑 线性 空间 , 其 上 不 存在 任何 闭 超 平面 , 即 不 存在 任何 非 堆 连续 
线性 形式 .事实 上 , 由 定理 3.2.8, 可 以 得 到 以 下 命题 ， 

使 于 3.9.9 ”拓扑 线性 空间 达 中 存在 闭 超 平面 或 非 党 连续 
线 福 形式 的 充分 必要 条 件 为 ， 卫 中 存在 册 开 实 子 集 . 

证 明 如 果 是 入 上 的 非 零 连 续 线 性 形式 ,那么 开 半 空间 

Hi= {EXIe", m0 

是 至 中 的 凸 开 真子 集 . 

反之 ,如 果 扎 是 下 中止 开 真子 集 , 那么 存在 wE\4， 由 定 
理 8.2.8; 存在 闭 超 平面 ,使 2 与 4 分 离 . 目 

然而 , 不 包含 任何 曲 开 真子 集 的 拓扑 线性 空间 是 存在 的 ， 见 
下 面 的 例子 ， 

例 设 8(0, 了 ) 为 [0, 疾 区 间 上 所 有 分 段 连 续 画 数 的 全 体 . 刚 
入 (0, 了 显然 为 线性 空间 ， 定 义 


EA 
lol =f TT 
并 定义 80 二 中 的 零 邻 域 起 为 
w={0. | 0.= foes, D| pl< 革 ca 
则 8(o, 1 就 成 为 拓扑 线性 空间 ， 在 此 指出 S(O, 二) 中 没有 征 何 


止 开 真 子 集 事实 上 ， 设 4 为 &(0, 厂 中 的 凸 开 系 ， 不 妨 让 
0E4， 那么 必须 存在 某 个 mw 使 得 DC4， 任 取 zEBt0, 1), 定 
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mH [5 庆 
on | 
0 iE[ 握 二 各 


那 公 


w EL (8) 
[IE | ee 图 1 工 十 el 4 人 


只 而 wx 所 4 但 4 又 是 山 集 , 故 又 有 
go ea) 关 翅 ， 


由 = 的 任意 性 , 即 得 
A=S5(0, 1). 直 

命题 3.2.9 和 上 还 例子 说 明了 定理 3.2.8 及 其 推论 无 法 象 以 
前 那 屏 改进 ， 到 为 甚至 分 离 拓 扑 线性 空间 中 任意 两 个 不 同 点 都 不 
一 定 能 用 闭 超 平 再 分 离 ， 下 济 定 理工 4.10 的 变形 再 次 说 明 了 对 
于 凸 集 分 离 定 理 来 说 , 凸 开 真子 集 存在 的 必要 性 . 

定理 3.2.10 拓扑 线性 空间 并 中 的 两 个 非 窄 丁 集 4 如 可 用 
闭 超 平 面 强 分 离 的 充 要 条 件 为 ， 存 在 卫 中 前 贞 零 邹 域 天 ,使 得 

. (A+PV)NB-o. 

下 节 中 要 讨论 具有 凸 零 邻 域 基 的 拓扑 线性 空间 ， 可 以 看 出 ， 

只 有 这 种 空间 才能 使 拓扑 对 偶 、 凸 集 分 离 定 理 等 比较 有 意义 ， 


$3.3 局 部 凸 空间 


具有 部 零 邻 域 基 前 拓扑 钱 狂 空间 称 为 局 部 凸 空间 、 对 于 局 部 
凸 空间 来 说 , 首先 有 以 下 一 些 有 意义 的 结论 
命题 8.3.1 设 三 为 有 非 平 几 拓 补 的 局 部 凸 空间 ， 那 么 羡 
中 有 了 闭 超 平面 , 即 有 非 零 连续 线性 形式 . 用 
命题 3.3.2 设 革 为 分 离 局 部 凸 空间， 那么 对 于 任何 名 、 
za 有 孔 , 存在 连续 线性 形式 mw*, 使 得 
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EC | 
因为 这 时 存在 同 零 分 域 品 , 使 
(et 0D) f (rat DD) =. 

命题 3.3.3 设 工 为 局 训 是 空间 ，4 忆 为 阅 仿 射 袜子 集 ， 
闭 委 存在 包 售 4 的 闭 超 平面 . 

证 明 事实 上 ,这 时 窑 在 toE 对 ， 司 得 wo 哇 4， 邮 于 4 是 闭 
集 , 放 下 在 凸 零 邻 域 口 , 使 得 

(mt UNA~=G. 
出 定理 3.2.8 的 推论 2 或 定理 3.3,10, 罕 在 连 线 级 性 形式 ,使 得 
《oo w ILL, wo, YEEAd., 

但 出 4 是 仿 射 集 , 易 证 w* 在 4 上 是 常数 , 即 4 在 某 个 由 迪 决定 
的 闲 超 平面 上 . 目 

有 了 命题 3.8.3 以 后 , 如 果 假 定 互 为 局 部 凸 空间 , 那么 定理 
3.2.8 及 其 推论 中 的 拓 盾 内 部 都 可 改 为 相对 拓扑 内 部 ， 尤其 是 可 
得 到 定理 TI.4.8 的 推广 如 下 ， 

定理 3.8.4 设 4、 避 为 局 部 西 空间 于 中 的 西 集 , Ti 4 好， 
riB+Z, 且 iANTiB 一 六 那么, 4、 吾 可 用 闭 超 平面 分 离 ， 
TiA4、 riB 可 用 闭 超 平面 严格 分 离 . 重 

我 们 说 定理 3.8.4 为 定理 1.4.8 的 推广 ， 是 因为 定理 1.4.8 
可 以 看 作对 线 竹 空间 下 以 “最 细 的 局 部 凸 拓扑 > 后 的 定理 
3.3.4。 所 调 “ 最 细 的 局 部 凸 折 扑 "是 指 以 所 有 吸收 凸 集 作 为 零 邻 
域 基 的 拓扑 、 由 命题 3.3.7 可 知 , 互 上 的 任何 局 部 凸 拓扑 都 比 它 
粗 ， 

下 列 结果 说 明 , 有 了 局 部 是 拓扑 ,有 时 其 至 连 相 对 拓扑 内 部 都 
不 用 考虑 . 

定理 3.3.5 设 忆 为 分 离 局 强 凸 空间 互 中 前 陆 凸 集 ，G 为 忆 
中 的 紧 凸 集 , 到 有 G 一 包 、 那 么 存 企 闭 超 平 面 合 及 .0 强 分 离 E 

这 是 因为 苹 一 口 是 亲 号 集 , 而 0FF 玉 一 QO, 从 而 存在 凸 零 郭 域 
VU, 使 得 DN(KK 一 0) 一 名， 于 是 此 定理 由 定理 3.2.10 面 得 到 ， 

推论 ” 设 五 为 分 离 局 部 凸 空间 五 中 的 集合 ， 


一 
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vr") sup Co", 2 


汐 其 对 托 函 数 ( 定 义 在 了 的 拓 卸 对 偶 伍 " 上 )。 那么 荐 的 财 凸 包 
《例如 的 最 小 闭 凸 集 ) 为 
BE={ ER, oor(o), Yo GE 二。 
证 明 右 端 是 包含 甩 的 闭 凸 你 , 故 也 包 食 左 端 ， 反之 ,如果 
mE0 KE, 
则 由 定理 3.3,5, 存在 颈 筷 工 *, 使 得 


《> sap Keb, 2 oa (0), 
oe 


即 ww 也 不 是 右 端的 元 素 , 国 

现在 指出 在 §2.3 中 提 窒 过 的 事实 ， 局 部 上 是 空 间 可 用 一 族 半 
范 煞 来 刻 划 我们 记得 ,线性 空间 有 上 的 函数 2; 邓 习 BB; 称 为 三 
上 的 六 范 数 ， 是 指 它 是 广 足 pz) 一 pt 一 2) 的 次 线性 画 数 ， 它 也 可 
直接 定义 为 满足 下 列 三 条 件 的 函数 ， 

i) YsET, Po) 0; 

i) YoEX, YAER, pr) = [hp lo) 

i Yo.yETR, pri Ep) + PD. 
由 命题 2.3.4、23.3.5 和 的 对 称 性 可 知 ， 每 个 也 上 的 半 范 数 p 
总 对 应 着 三 中 的 一 个 对 称 吸 收 凸 集 忌 , 它 售 疗 的 关系 如 下 ; 

到 一世 后 并 | 站) 到 可; 
UU"={E 2|p() <1}; 
名 (2 一 inf {>0| [0, s/o] CU. 

且 性 何 界 于 上 述 V 和 Ur 之 间 的 集合 也 都 满足 这 些 关系 ， 而 由 命 
题 3.2.2 和 定义 ， 局 部 凹 空间 无 非 就 是 用 一 族 对 称 吸 收 凸 集 来 确 
定 其 拓扑 结构 的 空间 两 此, 它 也 一 定 能 用 一 族 半 范 数 来 确定 其 
拓扑 、 更 确切 地 说 ,有 以 下 定理 . 

定理 3.3.6 设 {2ojier 为 线性 空间 并 上 的 一 族 半 范 数 。 则 
下 上 存在 使 每 个 j 都 连续 的 与 线性 结构 相 协 调 的 最 粗 的 拓 盾 结 
构 . 对 于 这 一 拓扑 , 互 为 局 部 凸 空间 ， 且 以 下 形式 的 集合 构成 了 
互 的 闭 零 邻 域 基 ， 
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{EX| max pus) <e}, (8.8.1) 
s>0, nEN, ET (k=1, 全 由. 
证 明 ”和 如果 对 于 下 上 的 某 一 拓扑 ,所 有 和 连续 ,那么 
Us—pr([—s, sl])— (ERIP TEs}, e>0, EL, 
必须 是 及 申 的 闭 零 邻 域 ， 从 而 
{ER| mex Palo) 所 时 一 fl EZX|pul®t) 8} (Von 


也 必须 是 于 中 的 闭 零 邻 域 ， 由 各 都 是 半 范 数 , 故 所 有 的 Us 都 是 
对 称 吸 政 凸 集 ! 特别 是 , 由 形 为 (8.3.1) 的 集合 金 体 黎 成 满 尽 命题 
3.3.2 条件 的 滤 子 基 ( 其 中 识 由 凸 性 取 玉 一 UY/3 可 得 )， 因 此 , 根 
据 命题 3.2.2， 它们 可 用 来 作为 (说 ) 零 令 域 基 定 义 子 上 的 与 线 
性 结构 相 协调 前 拓扑 ， 这 样 定义 的 拓扑 容易 验证 是 使 所 有 pr 都 
连续 的 最 粗 的 拓扑 - 目 

由 定理 8.3.6 所 定义 的 互 上 的 拓扑 ， 称 为 三 的 由 半 范 琢 
{2Jisr 所 确定 的 局 部 目 折 而 由 对 称 吸收 凸 集 与 半 范 数 的 相 
互 对 应 ,任何 局 部 凸 括 扑 也 必定 可 虫 这 种 方式 来 定义 . 

下 列 命 题 是 命题 3.2.3 的 推论 : 

命题 3.3.7 设 并 为 局 部 凸 空间 ,其 拓扑 由 灶 范 数 {pjisr 所 
确定 那么 他 是 分 离 空间 , 当 且 仅 当 

YoE TF, oF0, 35E 工 pw) >0. (3.8.2). 用 

证 明 只 笑 注 意 到 条 件 (3.8.2) 等 价 于 由 (3.3.1) 所 决定 的 耻 
的 零 邻 域 基 的 交 为 { 们 妈 可 . 

命题 3.3.7 显示 了 用 半 范 数 旋 来 才 达 空间 的 一 般 性 质 的 便 
利 . 下面 述 可 举 出 一 些 类 似 的 例子 ， 例如， 

芯 中 的 定向 族 {2w} 潢 足 

lm za 一 并 全 YE 了 lim Pilwa—r) C—O. 
斑 上 的 线性 形式 er 连续 全 3 EI Vw 《v2》 
< max pul®). 


这 里 对 部 分 不 太 明 显 ， 基 证 明 留 给 读 少 作为 练习 (利用 窑 题 
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8.9.5, 也 可 参 巡 定理 8.5. 全. 

于 画 基 一些 新 的 概念 ,在 局 部 凸 情 形 ,它们 用 闪 范 数 族 来 下 述 
是 特别 方便 的 . 

设 {zajssz 为 拓扑 线性 空间 王 中 的 定向 族 ， 如 果 对 于 了 琉 的 
任何 零 邻 域 了 , 存在 me 也 使 得 

Ya, B00, to — teEU, 

那么 {va} 称 为 下 的 Danehy 定向 族 , 类 做 地 也 可 定义 Oauohy 滤 - 
子 . 对 于 在 举 范 数 族 {pdqjrez 前 局 部 是 空间 下 来 说 ， 

fsjasp 是 Cauchy 定向 族 名 V6EX，{prlwa)jaenp 是 号 中 的 
Qauchy 定向 族 . 
折 扑 线性 空间 卫 称 为 完 各 的 ,是 指导 中 的 每 一 Cauoby 定向 族 都 
是 收 伍 的 、 对 平局 部 贞 空 间 来 说 ， 

先 竺 会 YOauohy 定向 族 {wa}aep, 35E ,VoEI 
Ta pilra—%) =0. 


拓扑 线 竹 空间 互 中 的 集合 4 称 为 有 和 界 集 十指 对 于 下 的 任 

何 零 邻 城 开 , 存在 入 >0, 使 得 和 4CU， 对 于 局 部 此 空间 米 说 : 
对 有 异 总 人工 {pew) Haer 有 办. 

最 常用 的 局 部 是 空间 是 赋 范 空间 和 同 距 宰 间 ， 峰 范 空间 即 出 
一 个 范 数 (满足 [z=0 人 Sp(2) 一 加 的 半 范 数 p, 通常 记 作 上 上) 来 确 
定 拓 扑 的 局 部 凸 空间 ;( 局 部 凸 ) 辐 距 空 间 则 是 可 由 虐 离 来 确定 折 扑 
的 局 部 四 空间 、 由 于 范 数 也 是 上 离 , 故 赋 范 空间 一 定 是 赋 距 空间 ， 
但 反之 不 一 定 。 完备 的 赋 范 空间 称 为 Bamach 空间 , 完备 的 (局 部 
攻 ) 赋 荆 生 间 称 为 Fréchof 空间 ， 下 面 指出 , 局 部 凸 空 闻 为 碳 范 空 
阅 和 了 赋 距 空间 的 充 要 条 件 . 

定理 3.8.8CKoaxworoz08) 分离 局 部 凸 空间 可 赋 范 的 充 要 条 
件 为 存在 有 界 零 邻 域 ， 

证 明 设计 为 赋 范 空间 , p(2) 一 人 2 和 为 王 上 的 范 数 ， 那 么 互 
中 的 单位 闭 球 

B=-{r€E Xel<1} 


就 是 写 的 有 界 零 邻 城 . 
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反之 , 设 卫 为 入 现世 部 十 空间 , 为 其 有 寿 零 埋 域 。 不 站 设 
如 为 对 称 闭 凸 集 , 从 而 
Polw) —inf fa>0ocEwr1 
次 半 范 数 ， 和 由 口 有 界 , 店 对 于 及 前 任何 零 邻 域 六 , 存在 %>0, 使 
得 20CF， 国 此， 
leU}>o~ {rE XI|pow) 多 ee 
构成 五 的 零 孝 域 直 ， 另 一 方面 ,由 及 分 离 , 故 根据 命题 3.2,3, 有 
{Exp 0 -= {0}, 
即 pe( 四 是 王 中 的 范 获 这样, 卫 的 拓扑 由 范 数 po 所 确定 。 盟 
注 定理 3.3.8 显然 也 可 叙述 为 ， 
定理 8.3.8” 分 离 拓扑 线性 空间 可 周 范 的 充 要 条 件 为 存在 有 
界 凸 零 邻 域 ， 国 
定理 8.3.9 分 离 局 部 凸 空间 可 赋 距 的 充 要 条 件 为 其 拓扑 可 
由 可 教 半 范 数 族 确定 . 
证 明 设防 为 局 部 凸 赋 距 空间 , 8 为 卫 上 的 距离 ， 那 么 


Vv-fexle, DT} tml 2,.) 


移 成 对 上 的 笃 邻 域 基 ， 由 及 的 局 部 是 性 ， 胡 对 于 任何 FV,, 存在 
对 称 丁 零 邻 域 DT 满足 U,CF。， 对 应 每 个 DU 的 半 范 数 ps 全 体 
就 确定 了 于 的 局 部 凸 拓扑 ， 
反之 ， 如 果 分 离 局 部 凸 空间 屋 竟 拓扑 由 可 数 个 半 荡 数 
Pn 人 一 了 2 所 确定 , 则 由 命题 3.8.7, 有 
4 一 0 Yn, pm) =0. 


从 而 易 证 
do, WD — apo /Lr pe)], Yo.y EF, 
是 对 上 的 距离 , 旦 对 平移 不 变 , 即 
VIER, Gvis, y+4) =d(v, yo 
不 难看 出 ,对 于 任何 {mo}C, 有 
dlga, 0)->0 过 Vn, pga)— 0, 
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这 说 有 明了 这 个 距离 4 所 定义 的 拓 扩 与 原来 的 是 一 致 的 . 笑 
注 一 个 咱 离 线性 空 闻 ， 即 可 用 距离 殉 定 拓扑 的 拓扑 线性 空 
间 , 不 一 定 是 房 部 是 的 上 比 定 理 83.3.9 更 一 般 的 结果 为 : 分 离 拓扑 
线性 空 司 是 距离 线性 空间 的 充 要 条 件 为 存在 可 数 零 邻 域 基 ， 它 的 
证 明 较 困难 . 参看 例如 ，G, Kithe, Topologisohe Lineare. 
Riome, 1, Springer-Verlag, Berlin, 1960, 166 页 . 量 
在 这 节 的 最 后 还 应 简要 指出 ， 任 何 分 离 局 部 凸 空间 都 可 用 峰 
范 空 间 ( 甚 至 Banach 空间 ) 来 表示 . 
设 于 为 由 半 范 数 族 {pi}ier 确定 拓扑 的 局 部 凸 空间 .在 王 中 
定义 下 列 等 价 关系 “7” 
a Yo py) 0. 
那么 由 于 p: 的 零 空 间 
N= {rE TI ps) =0} 
是 线性 空间 , 故 商 空间 
Fi/ A E/N, 
世 是 线性 空间 ,和 且 由 jp 在 于 上 确定 的 拓扑 所 得 到 护 马上 药 户 拓 - 
扑 , 即使 下 过 受 的 典型 映射 连续 的 最 细 的 拓扑 ,必定 使 Z; 成 为 陵 


范 室 间 ， 对 这 桩 的 莱 范 空间 及 ,, 作 折 卸 冬 积 空间 
斌 一 开 蕊 ， 


证 工 


并 令 gi 于 二 瑟 一 开 /W, 为 典型 映射 ,那么 映 射 

go 一 用 mo E 交 
是 卫 到 宝 的 线性 单 射 , 即 9: 耳 一 主 是 线性 胰 射 , 且 

z=0 <> gtm) =0, 
后 者 是 因为 邓 分 高, 故 

2 一 0 > YiET, pt) =0. 

这 样 在 同 攀 意义 下 , 耶 可 看 作 写 的 子 空间 。， 田 一 方面 ， 申 环 中 
的 收敛 性 的 定义 ; 


2 全 的 和 一 一 > 
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以 及 由 乘积 拓扑 的 定义 ， 可 知 及 上 后 拓扑 可 以 赂 作 补 上 的 拓扑 
的 诱导 拓扑 ,从 而 就 得 到 以 下 定理 

定理 3.8.10 和 任何 分 离 局 部 凸 空间 总 拓扑 同 构 于 同 范 空间 
的 拓扑 乘积 的 子 空间 . 目 

注 由于 任何 赋 范 蔡 间 总 可 肴 成 它 的 完备 化 Banaeh 空间 
的 子 空间 ,上述 定理 中 的 “ 赋 范 空间 ”还 可 下 为 “Banach 空间 , 由 
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在 上 节 中 已 指出 , 如果 互 是 分 亢 局 部 凸 空间 ,那么 它 的 拓扑 
对 偶 芋 * 是 “ 非 平 凡 的 ”, 即 关 {0], 并 且 述 注 足 : 

Ve, 和 后 页 cir a, Ie E I", in, tie, ty. 3.4.1) 
同时 ,下 询 关 系 由 定义 而 得 到 : 

人 站， 2 天 人 ,vw 丰 本， Or 3、 (8.4.2) 
由 此 还 可 把 下 和 三" 进一步 揪 象 化 : 设 羡 各 所 "为 两 个 线性 空 
闻 ,《-，" 六 囊 "x 王 一 下 为 互 *X 王 上 的 双 线 性 形式 ( 即 对 于 沁 定 
的 4E,，《'， 9》; 斑斑 凡是 了 "上 的 线性 形式 ， 对 于 固定 的 oE 
于 "<z*， 72: 三 -> 及 是 下 上 的 线性 形式 )， 且 注 足 (3.4.1) 和 
人 -4. 人 多，、 则 称 互 称 五" 构成 一 个 对 锡 系 、 在 这 样 的 定义 下 ， 工 
入 * 的 地 位 是 完全 平等 的 如果 为 了 强调 它们 的 平等 ,还 可 用 
瑟 、 玉 表示 两 个 线性 空间 , B, 避 XxX 下 一 BR 表示 对 侦 双 线性 形式 ， 
但 对 于 以 后 的 应 用 来 说 ,本 节 讨 论 前 结果 主要 是 用 于 中 是 分 离 局 
部 出 空间 , 吾 " 是 其 拓扑 对 但 的 情形 因此, 在 符 导 上 我 们 不 作 更 
改 ,以 便于 应 用 时 对 照 ， 只 是 在 本 节 前 讨论 中 , 我 们 应 记 住 , 实际 
上 现在 的 节 * 已 摆脱 了 它 对 五 的 从 属地 位 . 

本 节 讨 论 的 主要 问题 是 ， 对 于 对 侦 系 ( 卫 ， 下 "), 于 上 有 哪些 
局 部 凸 拓扑 ,使 得 其 拓扑 对 偶 刚 好 就 是 下 

命题 3.4.1 设 ( 马 并 为 为 对 倡 系 ， 如果 在 互 上 定义 由 半 
范 数 族 {pjter 所 确定 的 分 离 局 部 凸 拓扑 , 其 拓扑 对 偶 恰 好 是 互 ,， 
那么 
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VEET, TACER', Ye EF, pt) ~ mar Cr, mS, (3.4.3) 
和 


LI LIX4 一 开 "。 (C8.4.4) 


A=0 ET 
证 明 ”定义 
AY= {0 EX" lr", EDL), YHE TR} (8.4.5) 
我 们 指出 ， 对 于 任何 wo€ 蔗 , 存在 台所 43, 使 得 
Keb, o> — piro) ， 
从 而 {3.4.3) 成 立 。 事实 上 ,不 妨 设 zo 关 0, 令 
LDL~ {gEXIz— No, NEBR}. 
EZ" 满足 
Cat, P= mt, Moy = Np (mo), Vo—hro ED. 
则 当 %*>0, 有 
Kp, Neo? — Mp, C0) po No) = Plo)s 


而 当 入 <0 时 ,有 
ob, hwo> = hp (m0) = — pi — M0) Ep Mae) = Pwo), 
从 而 gt, HEPLT), VE—ho ED. 


由 Hahn-Banaoh 定理 2.2.6, 存在 蔗 上 的 线性 形式 懂 , 满足 

YrEL, wd, w= mS, 2 

Yr EF, os, mEDT). 
后 式 也 说 明 尸 对 于 由 {pijver 确定 的 三 的 局 部 凸 拓扑 连续 ， 故 
Ed 且 

《zj m0 = Km, 0 一 Pico)。 
这 样 , (3.4.3) 成立 ， 

为 验证 (3.4. 活 , 先 注意 到 (3.4.3) 的 成 立 也 说 明 
eX palo) max Cp", o>, 
EE 


A {EX" | 4) <mex pule), YoEA}. 


从 而 不 妨 假 定 psjisr 满足 下 列 条 件 : 
YT ET, VeET, 
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Pilt) = max poate), 
从 而 瑟 中 的 虫 {2 确定 的 局 部 凸 拓扑 的 零 埋 域 基 的 成 员 都 可 以 
有 下 列 形 式 : 


{rEX pm ee}, >0, SET, (3.4.6) 
如 果 (3.4. 汪 不 成 立 ,那么 由 侣 .4. 辐 ,存在 +E 了 ", 使 得 
YA>O, VéEI, on EX, i", vp? >h p(w), 
但 这 样 一 来 ,一 {wm&€ 下 |[<t*, oe》[ 志 二 将 不 可 能 包含 任何 形 为 
《3.,4,6) 的 集合 ; 这 是 因为 对 于 任何 s>0 和 5E 了 可 令 
A=1/s, Ts 一 Emi Co) = Wo/ Nps (ga) 了 
从 而 (2 一 afeaJy2(os) 一 6， 


但 CL, E> = -ye Ta> >1, 


因此 六 不 是 零 邻 域 ， 由 命题 3.2.5, 2* 对 邓 的 由 {gi} 确定 的 局 
部 凸 拓扑 不 连续 .这 与 假定 矛盾 ， 故 (3.4. 才 成立. 和 

由 形 为 (3.4.3)、(8.4. 人 的 {pi} 所 殉 定 的 王 的 局 部 目 拓 折 
称 为 斑 对 工 * 的 板 亿 拓扑 。 极 化 的 和 名称 是 由 于 这 时 于 的 零 邻 域 

‘= {rE XI Pe) < 
怡 好 是 性 己 互 * 的 极 化 集 如?， 即 
A Tm{oE Xie', pel YeeEAN, 

由 平 马 与 及 "是 地 位 平等 的 , 故 也 可 同样 定义 卫 * 对 且 的 极 化 拓 
扑 ， 命题 3.4.T 说 明了 分 离 局 部 凸 空间 的 原 拓 扑 总 荐 对 于 其 托 扑 
对 侦 的 极 化 拓扑 ， 但 是 对 于 任意 的 对 侦 系 (也 ,也 "), 素 关 于 它 对 
豆 " 的 极 化 拓扑 来 说 的 拓扑 对 侦 ,， 并 不 能 保证 总 等 也 和 "， 我 们 要 
寻求 的 就 是 它们 仍 相 等 的 条 件 . 

最 简单 的 极 化 括 扑 就 是 对 于 任何 x*E 及 ",w' 对 0, 取 

YE Parl) = | | 一 maxfko £7, <—o", 0}. 
由 {porkw)}orezomso 记 确定 的 下 的 拓扑 称 为 王 对 吕 * 前 如 站 扑 ， 
或 a《 耶 , 卫 和 )- 邦 扑 ， 类 似 闻 记 可 定义 工 * 对 于 的 ol 六 *， 并 )- 扬 
者 , 但 如 果 "是 对 王 的 原 拓扑 的 拓扑 对 偶 ， 这 种 拓扑 通常 称 为 
于 "的 弱 " 拓 持 , 可 以 注意 到 聘 * 拓 扑 总 是 分 离 的 ， 
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命题 8.4.8 设 ( 邢 , 卫 ) 为 对 侦 素 ,那么 且 对 于 ol 斑 , 工 9- 
拓扑 的 拓扑 对 偶 是 王 ". 

证 明 设 名 为 卫 上 的 对 于 olf 于, 入 9 拓扑 的 连续 线性 形 
式 ,那么 存在 代 , …, 民 E 下", 使得 

VrEX, C7", max [Cet, wl. 
从 而 YmE 互 max 人 人 一 和 《一 上 一 四 oo 人 
由 定理 2.5.1, 存在 不 爹 为 零 的 om，…, 6 中，…, oz0, 使 得 
Yee 以 ac 一 加 食 二 为 o 一 二 一 区 办 >0， 


即 ( 宫 (e+ ) 袜 -局 wmi- 访 < 
因此 ， Eln {0,0, oT 


注 我 们 也 可 不 利用 定理 2.5.1, 由 
Cet, 办 一 0 人 一 二 《人 w=0, 
来 直接 导 得 "Elintet, -…, ore}. 
命题 3.4,2 说 明 卫 对 于 ol 对， 玉 )- 拓 扑 的 拓扑 对 全 为 王 *， 
同样 , 入 "对 于 oCX*, 总 ) -拓扑 的 拓扑 对 偶 为 互 、 这 里 它们 有 完 
全 对 称 的 关系 。 尤其 是 8 3.8 最 后 谈 到 的 航 化 对 侦 关 系 在 这 种 情 
视 下 就 格外 精巧 。 下 面 就 对 此 进行 深入 讨论 . 
设 《于 且 ) 为 对 偶 系 ，AC 及 A*CT* 
Mo {otE RI NL, wl YrEAY, 
A"— {4E RI, oT, Yo"€E A'}. 
分 别称 为 4 和 A4* 的 板 化 集 ， 下 列 命题 是 板 化 集 的 基本 性 质 , 
命题 3.4.3 i) 4° 是 卫 * 的 包含 0 的 o( 且 "下 )- 闭 是 集 ; 
ii) ACA., Amw— A', 
iii) 如 果 必 己 B, 那么 BICCA9; 
iy) YAFD, (AD =A dS 
DOHA. 
证 明 兴 4 为 包含 吕 前 澡 集 是 明显 的 另 一 方面 ， 
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一 人 wy 

是 及 "上 的 关于 ot 了", 瑟 )- 招 扑 的 连续 图 数 . 而 XA 无非 是 及 中 
的 闭 集 (一 0, 习 对 于 fi 的 道 象 , 故 它 是 ol 全 ", 下 )- 闭 集 . 

记 4C4ee 由 定义 可 得 ,因而 也 有 4"CA4%"， 反 向 包 会 关系 
出 坟 ) 可 得 

ia ~ 都 由 定义 可 得 , 时 

下 列 定理 是 凸 集 分 离 定理 的 一 项 重要 应 用 ， 

定 到 3.4.4(CBanach 双 极 化 定理 ) 设 (XX, 玉 ") 为 对 但 系 。 
CC 及. 那么 


A 0 AU{OD) ES aA, 
这 里 柚 表 杀 梨 合 的 of 亚信- 闭 止 色 ， 
证 明 ”由 命题 3.4.3 的 外 ,i), 只 句 证明 
E-60(4U {0 5DA™. 
设 w 生 在。 答 于 于 对 于 ok 入， 下 小- 拓扑 是 分 离 局 部 止 空间 , 故 由 
定理 3,3.5, 存在 闭 超 平 面 使 % 与 区 强 秃 离 ， 即 存在 从 EX', 便 
得 


- Co”, “>>sup Cw, YY 
由 对 0E€E 玉 ,让 


《< 办 > Ko", #0 
_ 3 
I 
A EE 四 
令 BY, 吵 十 8 他 » 2) 
- 吗 一 /3. 
看 人 5 >1>sup Cu, y). 
Ea 


从 而 有 起 E49, 4 全 4， 这样 , 下 一 4 旧 
推论 1 设 ( 肝 ,及 ) 为 对 : 偶 系 , 4 哇 ， 那么 4 是 下 中 的 
集合 的 极 化 集 的 充 要 条 件 为 4 是 包含 0 的 (瑟瑟 9)- 闲 止 集 .本 
推论 多 设 ( 互 , 互 ) 为 对 便 系 ，4c 卫 ,4E 了 7 都 是 包含 0 的 
Cr 芝 ")- 闭 凸 集 、 那 愉 
(A400 4 
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证 明 ”由 命题 3.4.3 的 7) 和 定理 3.4,4, i 
MD 
现在 回 到 在 本 节 开 始 所 党 出 的 启 题 上 来 ， 说 (三 , 下 和 为 对 偶 
系 ， 命 题 3.4.1 说 明了 ， 如 聚 对 羡 上 由 尘 范 数 族 {prjser 确定 的 
局 部 凸 拓扑 来 说 ,其 折 托 对 偶 伦 好 是 环 " 那加 存在 汪 足 (3.4. 私 的 
集合 族 {出 Ye 全 +*， 使 得 | 
了 的 一 ma LTD, oY, VeEI, 


即 等 邻 域 Di- {%E Zp 1 = A ViEL, 
在 所 有 这 种 极 化 拓扑 中 ,最 弱 的 是 弱 拓 扑 o《 王 ， 荆 "), 因为 任何 这 
样 的 拓扑 都 必须 保证 四" 的 任何 元 素 w* 是 连续 线性 形式 ， 从 而 
ja” zl 是 w 的 连续 半 范 数 ， 可 能 有 的 最 强 的 这 种 拓扑 则 是 取 
此 为 焉 "中 的 所 有 对 称 ol 斑 '， 斑 )- 有 界 集 , 即 省 除 有 有 对称 性 来 
保证 gr 非 负 外 ,还 必须 满足 

max 《oo0D< 十 co， VE 了 . 


:对 于 于 "中 所 有 对 称 ol 焉 *, 区 )- 有 界 集 所 形成 的 于 的 航 化 拓 
卸 ， 称 为 王 对 瑟 * 的 强 拓扑, 通常 记 作 Bf( 瑟 已, 然而， 工 对 于 
强 拓 扑 B( 芝 ， 下") 却 不 能 保证 其 拓扑 对 偶 一 定 是 了 *, 而 可 能 是 
卫 的 代数 对 侦 中 的 更 大 的 子 集 .下列 定 理 说 明了 为 保证 拓 提 对 
偶 是 广 ", 对 必 还 有 比 o( 下 *, 工 )- 有 界 更 高 的 惨 求 . 

定理 3.4.5(AlaogIu-Bourbaki) 设 玉 拓扑 线性 空间 ， 尺 * 
为 其 拓扑 对 偶 ，U 为 耳 的 对 称 零 邻 域 ， 部 么 可 在 了" 中 的 极 化 
集 厂 是 of” 对)~ 紧 凸 集 . 

证 明 ”首先 ,四 于 习 对 称 , 故 

《ae wl, YrEU 


让 导致 《or oy 1, YoED, 
基 UE Fe, sll viED. 
这 样 gr" 再 看 作 函 数 空 间 


BP{fiT 3, I} 1, 1 
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的 子 集 ， 面 五 作为 紧 空 间 [ 一 1, 4] 的 乘积 空间 ,其 滞 积 拓扑 在 加? 
上 的 诱 学 拓扑 恰好 就 是 ol 三 *,， 式 )- 丘 扑 ( 它 们 都 等 价 子 函数 的 点 
点 收 敏 枯 扑 )。 由 TExorop 定理 3.1.2, 下 是 紧 空 间 ， 豆 "是 紧 
空间 的 子 集 . 田 一 方面 ,由 命题 3.4,3, 的 DD), U0 又 是 olX*, 了 2- 
闭 凸 入 ,从 而 定理 成 立 . 重 

推论 设 于 为 赋 范 空间 ， ”为 它 的 拓扑 对 偶 ， 那 么 王 * 的 
闭 单位 于 

Br= {4 EX" 0, El, Yo, lol 1} 

是 弱 *o(", 卫 )-) 紧 集 .和 

定理 8.4.6CMaokey-Arens) 设 (下 , 下) 为 对 侦 系 。rt( 耶 ， 
天 人 表示 由 下 * 中 所 有 对 称 oC 于 *, 于 )- 紧 集 所 决定 的 不 的 极 化 
拓扑 ( 它 称 为 Mackey 酉 扑 ), 那么 也 对 于 + 了 ,不 ")- 振 扑 的 对 偶 
是 防 "， 且 任何 使 慎 竟 拓 盾 对 偶 为 陡 * 的 局 部 以 拓扑 都 一 定 在 
g( 了 ,于 和 wr《 卫 ,及 个 之 间 . 

证 明 设 王 在 zl， 玉 ")- 丘 盾 下 的 对 偶 为 及 ”显然 有 
玉 ' 忆 五 /需要 指出 瑟 ' 一 三 "， 令 wE'， 网 

{2 ~— {oe XC, oI} 
大 五 的 对 于 7, 斑 *)- 打 盾 的 堆 令 域 ,因为 它 是 (一 co, 如 的 o 一 
递 象 ， 于 是 存在 了" 的 对 称 of” 不)- 紧 集 4", 使 得 
A to 
我 们 不 妨 假 定 4* 是 包含 0 的 凸 集 ,否则 , 可 用 4 来 代替 4 对 
玉 " 入 ,分别 赋 以 ot 及 *,， 革 )- 和 ol 玉 和， 达 )- 折 扑 ， 刚 三 "到 
五 ' 的 典 入 是 连续 的， 由 连续 映射 招 紧 集 英 成 紧 集 ,4"* 也 是 了 ' 中 
的 包 售 0 的 ot， 天)-- 紧 是 集 , 从 而 在 对 侦 么 (下, 王 人 中 取 极 化 ， 
由 命题 3.4.3 的 说 ) 和 定理 3.4.4, 有 
wvEfv PAM CT 

由 ?的 住 意 性 , 即 得 


aa 
定理 后 半 部 是 定理 3.4.5 的 推论 . 量 
现在 已 经 完全 回 管 了 本 节 开 始 所 提出 的 问题 ， 缚 论 可 简 述 好 


中 3.4 对 但 系 和 绩 化 沁 扑 [107] 


下 ， 设 ( 脏 , 芝 ) 是 对 偶 系 . 在 全 上 可 通过 芒 * 中 的 集合 系 来 定 
义 也 中 的 极 化 拓 控 。、 在 这 些 极 化 拓扑 中 最 弱 的 是 弱 拓 5 护 
0( 及 ,最 强 的 是 强 拓 扑 (GE 于")， 及 对 于 o( 玉 ,于 小- 拓 
扩 的 拓 扩 对 策 刚 好 就 是 对 *， 但 对 于 CT 互 ?六 拓扑 的 拓扑 对 全 
唱 有 可 能 比 王 " 大 ， 和 界 于 ol 于, 于) 和 (了 ,之 ") 之 间 还 有 一 种 
Maekey 拓扑 Y 玉 , 全 个 ， 它 甬 保证 对 对 于 任何 界 于 ok ") 
和 z( 互 , 及 中 之 间 的 拓 扩 的 拓扑 对 侦 一 定 是 及"。 反之 亦 然 ， 这 
三 种 拓扑 的 定义 好 下 . 

og{ 玉 ,下 是 对 且 ? 的 所 有 对 称 有 限 点 集 的 极 化 拓扑 。 

B( 辟 如 人 是 对 及" 的 所 有 对 称 ec( 瑟 9 三 )- 有 界 集 的 极 化 折 
扑 . 

T《X, 于是 对 下 * 的 亡 有 对 称 =( 互 % 互 )- 紧 集 的 家 化 拓扑 。 

下 面 讨论 由 此 引起 的 一 些 问题 ,首先 提出 以 下 命题 , 

命题 3.8.7 设 (Z， 总 7 为 对 偶 系 ， 互 王 王 ， 那 么 对 于 任何 
栗 (下 信和 (3 下 "之 间 的 拓扑 ， 基 的 闭 止 包 co 已 相 同 ,前 

实际 上 ,由 定理 3.3.5 的 挫 论 ,这 时 总 有 

060 本 一 {eE 卫 (or won), YoETRY, 

下 列 定理 指出 了 对 于 有 界 集 有 河 样 的 情况 ， 

定理 3.4.8CMackey》 设 《 且 ,及 ") 为 对 个 系 。 那么 在 于 中 
(了 Z, 下 -有 界 和 7《 卫 于")- 有 界 是 等 价 的 ， 从 而 对 于 任何 
(了 ,四 "和 Tz 对 , 达 ) 之 间 的 所 扑 , 卫 的 有 界 集 族 是 相同 的 。 

证 明 我们 只 需 指 出 oC 工 , 巴 *")- 有 界 集 必定 z( 卫 及 -有 
界 ， 设 和 4 为 于 的 ol 了， 于 -有 界 集 , 口 为 王 和 的 7( 了 XY, 下 ")- 堆 
邻 域 ， 不 芒 候 设 如 是 对 称 闲 西 舍 . 则 荔 定 至 3.4,4 U”~. 我 
们 只 器 撞 出 ， 看 在 入 >0， 合 得 品 "Ch4%， 因 为 这 时 由 命题 3.4.3 
葛 iiv), 就 有 4C do0cCDo 一 NT 

出 定义 ,4 是 焉 *" 的 8CX"， 不 )- 零 思域 ， 而 由 Alaoglu- 
Bonrbeki 定理 3.4.5, U? 是 got", 五)- 紧 上 是 集 ， 于 是 问题 归结 
为 证 明 于 * 的 B( 了 *， 研 )- 零 邻 域 能 够 <“ 吸收 ”or( 卫 ”了 工 )- 紧 是 集 。 
因此 ,定理 将 是 下 面 讨 论 的 命题 3.4.10 的 推论 , 轩 
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我 们 有 必要 对 强 拓扑 8C( 信 ， 互 疏 的 零 久 域 (注意 , 玉 与 人 "是 
于 等 的 ! ) 进 行 一 侨 讨 论 。 设 ( 卫 , 耳 ”) 为 对 个 系 . 我 们 称 了 "的 对 
称 cf 了 互 )- 有 界 集 的 极 化 集 为 王 移 桶 。 间 上 记述 ， 它 一 定 是 
之 的 BCX， 革 *)- 零 邻 域 ， 桶 的 慨 念 也 可 直接 对 局 部 四 空间 提出 ， 
局 部 凸 空间 并 的 子 集 吾 称 为 互 的 桶 ， 是 指 召 是 写 的 吸收 对 称 
所 上 集 .下 列 命题 说 明 这 两 个 定义 是 一 致 的 . 

命题 3.4.9 设 工 为 分 离 局 部 凸 空间 、 工 * 为 其 折 扑 对 偶 ， 
那么 吾 是 卫 的 桶 当 呈 仅 当 如 是 全 * 的 对 称 ef” 开 )- 有 界 集 的 
极 化 亿 . 

证 明 设 如 是 互 的 桶 , 则 由 命题 3.4.7, 也 是 ol( 玉 天") 一 
闭 的 ; 因此 ,由 Banach 双 极 化 定理 3.4,4，B” 一 吾 ， 而 由 召 对 次 
易 证 BF 也 对 称 , 由 五 吸收 , 则 可 得 如 是 ol 卫 *, 互 )- 有 界 的 , 因 
为 对 于 任何 zxE 马 存在 和 %>0, 使 得 和 ec 已 从 而 

本 Cp, ETL/ worE Bo 
这 样 如 " 是 对 称 o( 互 ” 瑟 )- 有 算 集 ， 

现在 设 一 4”， 而 4* 忆 斑 * 为 对 称 oC( 卫 ", 工 )- 有 界 集 ， 则 
由 命题 8.4.3， 召 是 包含 0 的 对 称 c{( 写 , 王 ")- 闭 凸 集 ， 由 命题 
3.4.7， 它 也 是 原 硒 扑 的 闭 凸 集 ，B 的 吸收 性 可 由 的 gl 了 *， 
时)- 有 界 性 可 得 (如 上 逆 捧 ). 目 

如 某 局 部 凸 空间 下 中 的 任何 桶 都 是 零 邻 域 ， 那 么 也 称 为 桥 
形 室 间 ， 由 命题 3.4.9 可 得 以 下 推论 . 

推论 设 互 为 分 离 局 部 凸 空间 ， 焉 * 为 其 拓扑 对 偶 。 那 么 瑟 
为 桶 形 空间 当 生 仅 当 下 的 拓扑 为 强 拓扑 8( 芝 ， 卫 *)， 生 过 时 一 定 
| 

Mackey 定理 3.4.8 的 证 明 现在 可 归结 为 证 明 如 下 命题 

命题 3.4.10 局 部 凸 空间 于 中 的 桶 可 吸收 任何 紧 晤 和 集 ， 即 
设 Be 为 桶 ,44C 为 紧 凸 集 ， 那 么 存在 和 >0， 使 得 4CXB. 

证 明 ”首先 我 们 指出 ， 如 虹 能 够 证 明 ， 站 在 =E 4， 正 整数 % 
和 去 邻 域 口 , 使 得 


ANt+D EnB, {83.4.7) 


8 3. 和 对 骨 系 各 极 化 拓 耻 [1094 


那么 命题 得 还 .事实 上 , 这 时 由 和 4 一” 是 包含 0 的 有 界 凸 集 , 存在 
XI 使 得 
可 一 上 CT 一 人 站 本] hnB—s), 
因此 , 再 由 如 是 吸收 集 , 存在 jr 充分 大 : 
AChnB— (A~1)r CnB, 
如 果 满 足 (3 ,4.7 的 也 、z. 2 不 存在 ,那么 对 于 任何 正 整数 中 
任何 并 零 邻 域 0, 和 任何 点 坊 所 4, 有 
{4N (et 0) NnB 
但 由 mn 吾 是 闭 案 , 故 (zs 十 Us NwB 是 开 集 ,从 而 可 要 求 
oat Dnt nt Un) \mB. 
于 是 闭 集 列 。 一 40 站 (wtU) n=l, 2, +1) 
《其 中 局 、 Di 任 了 到) 满足 
Fi OOF, DO PNnB=, 


岂 4 是 紧 集 ， 

站 到 = 
令 ze 全 ,， 
出 S$ "2 


这 与 吾 是 吸收 集 霖 盾 .时 

桶 和 三 形 空 间 的 概念 是 相当 重要 的 、 下 列 命题 指出 了 桶 形 空 
担 类 包含 了 最 常用 的 局 部 凸 空间 类 . 

命题 3.4.11 Fréchet 空间 , 即 完 备 局 部 凸 赋 距 空间 ,是 桶 形 
空间 .特别 是 ，Banaeh 空间 一 一 即 完 备 典范 空间 , 是 栖 形 空间 . 

证 明 设 于 为 Fréobei 空间 ,中 表 示 互 上 的 距离 ,又 设 忆 为 
立 的 柄 , 即 对 称 吸 收 闭 凸 集 . 需要 证 明 呈 是 并 的 堆 邻 域 ， 为 此 
具 希 指出 吾 有 内 点 %o, 即 存在 soE Bs >0, 使 得 

Te 一 {sE Fld wo) 8} CB, 
这 是 因为 互 是 对 称 凹 集 , 由 此 可 得 
一 Use 一 区 -oem {mE ZA, ~wo) < el cB, 
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有 从 两 Dos- 豆 (Ua +D-s=fzE 开 ao OH 


如 果 召 没有 内 点 ， 那 么 对 于 任何 自然 数 mw mB 也 没有 内 点 . 
任 取 m 手 召 , 则 由 于 于 是 闭 集 ,存在 3 六 使 得 
UR 
这 里 可 ez,ai 汐 以 mi 为 中 心 .51 为 半径 的 球 ， 因 为 3B 没有 兴 点， 
故 存 在 四 EVerus, 使 得 ze 全 223， 同 汶 由 于 283 是 闭 集 ,又 存在 
8a>0，5a<6a/2 使 得 


Ux, N28B = . 
恢 此 类 挫 , 可 得 到 点 列 {zwj} 叶 于， {5。} CC 及 ,满足 
Usa NnB= 0, oraE Us 8Svy3DSrT0 人 = 3 .7), 
但 to) 显然 是 Uanehy 列 ,从 而 由 五 完备 ,存在 


lim wo,. 


而 双 将 满 尼 名 盾 %BCwn 一 I 2, …)。 这 与 台 是 吸收 集 相 韦 拓 , 量 

最 后 , 再 证 明 一 条 重要 定理 , 它 指 出 , 对 于 椰 形 党 间 的 拓扑 某 
价 ,， Maokey 定理 3.4.8 还 能 进一步 加强 . 

定理 3.4.19(Banach-9teinhaus 兴 鸭 定理 ) 设 互 为 分 离 桶 
形 空间 ， 了 了" 是 其 拓 抓 对偶， 那么 在 瑟 " 中 , a(Z", 互 )- 有 星 和 和 
有 (ZE 至 )- 有 界 是 等 价 的 ， 

证 明 我们 只 需 指出 ,如 果 4" 是 zf， 三)- 有 界 集 ,那么 它 
必定 也 是 8( 及 ,了 邓 )- 有 界 集 ; 这 就 是 说 ， 如 果 芭 是 于 的 对 称 
a( 芝 ” 互 )- 有 界 集 , 那么 存在 和 >>0, 使 得 4"C%KK?，、 密 实 上 , 由 
AoE 于 )- 豁 界 , 故 对 于 任何 2wE 玉 {Ke*, w》}jwes+: 有 界 . 令 

B— {EF{ [Ce | El, YEA'}. (8.4.8) 
则 吾 是 对 称 o《 忆 , 互 )- 闭 凸 集 、 出 命题 3.4.7, 和 命题 3.4.9 的 
推论 它 也 是 对 称 ( 强 ) 闭 西 集 . 再 由 fdc” 从 jms 对 任何 sw 有 界 ， 
可 得 如 还 是 吸收 集 . 因此 , 如 是 互 的 桶 ,从 而 是 互 的 零 邻 域 ， 这 
祥 , 宙 下 有 界 , 而 存在 和 >0, 使 得 证 ChB、， 另 一 方面 ,由 (8.4.3)， 
又 有 了 Cd 故 和 由 命题 3.4.3 的 i) iv), 
drCdrooc CAR 


外 35 酝 国 数 的 连续 思 和 对 时 性 [U11 


§3.5 凸 汗 数 的 连续 性 和 对 侦 性 


当 丁 函数 定义 在 拓扑 线性 空间 上 时 ， 我 们 就 可 讨论 凸 典 数 航 
连续 性 。 
设 总 为 拓扑 线性 本 间 . 产 王 一 及 Ufce} 为 工 上 的 凸 函 数 . 
dom 一 faz 代 工 | 7 四 二 十 ceo 
为 了 的 有 效 域 . 关于 凸 函 数 的 连续 性 的 芷 本 定理 如 下 : 
定理 3.5.1 设 放 对 六 RU {+oo} 为 拓扑 线性 空间 开工 的 
真 凸 孙 数 ,她 果 存在 zoE ins(dom 了 ), 使 得 了 在 zo 的 邻 域 内 上 有 
办 , 即 存 在 零 令 城 和 常数 OERB, 满足 
FOEO, VorEmot+U, 
《简称 了 在 zo 处 上 有 腊 ), 那 么 了 在 int(dom 力 中 连续 . 
证 明 不 妨 设 2% 一 0, f(zo) 一 0, 上 对 称 ， 则 
FO EO, VyED (3.6.1) 
首先 指出 , 了 在 z 一 0 上 连续 ， 事实 上 , 任 给 s€ (0, 了), 当 sEeU 
时 ， 土 s/s EDV， 从 而 根据 了 为 帅 函 数 和 C3.5.1), 有 
Jo) 二 OY (0) + ef (wv/8) eaO, 


0 一 0) < 于 于 fo) + 了 To 


或 jo ao0. 
因此 ， LoDTsseO，YzEsD. 
即 了 在 2 一 0 上 连续 ， 


现在 任 取 zu& int(dom 有 为 证 明了 在 4% 一 2 上 连续 ,只 甸 
指出 了 在 为 邻 域内 上 有 界 、 事实 上 ,这 时 存在 p>1, 使 得 


~ pmEdom Ff, 


从 而 如 图 8.1, 易 证 
工 
veeemr 人 -局 ， 3sED, 


EL 臣 三 二” 注 补 线 许 宝 导 由 的 此 让 
zs 二 
因此 ,由 了 的 此 性 ,有 
fo < (IE) E+E A) 


I I 
<(1-2)o + EO 
1 
mt 元) 好 
内 ,了 上 有 界 . 目 
推论 I 如 果 哲 扯 线 性 空间 工 上 
疯 真 凸 画 数 了 在 mcdomy7 上 半 连 
续 , 即 
im gup f(g) < foo), 
那么 了 在 inttdom 让 中 连续 . 是 图 399.4 
推论 入 及 " 上 的 真 凸 函数 了 在 int(dom 了 ) 内 连续 、 
证 明 事实 上 , 在 in dom 了 内 可 找到 m+ 个 仿 射 无 关 的 点 
G0; 则 由 to, ea 环形 成 前 童 站 形 司 cintidom 
且 


JoD=F( 容 no )< 忆 Geo， 
va- 祠 xmE8， 和 0 人 一 0，…， 加， 襄 %= 


即 了 在 S 内 部 上 有 界 , 面 点 的 内 部 为 良 " 的 开 集 . 目 

定理 3.5.1 指 出 了 拓 四 线性 空间 上 的 是 函数 连续 的 条 件 ， 尽 
管 推 论 2 指 遇 了 有 限 维 空间 上 的 真 沾 通 至 一 定 在 其 有 将 域 内 部 连 
续 , 在 无 限 维 拔 扑 线性 空间 中 , 还 是 机 能 伦 在 处 处 有 限 但 处 处 不 连 
续 的 是 函数 .例如 对 于 任何 拓扑 对 个 是 代数 对 偶 的 嘉 子 集 的 拓扑 
线性 空间 来 说 ,其 上 就 存在 不 连续 的 线性 沙 数 (形式 ). 

当 五 是 赋 范 空间 时 , 还 能 得 到 更 强 的 结论 , 如 下 面 的 命题 ; 


中 8.5 ” 屿 函 数 的 连续 性 和 对 偶 性 [L139] 


命题 3.5.2 设 了 为 赋 范 空间 了 上 的 次 上 同 半 数 , 则 下 列 两 个 
命题 是 等 价 的 : 
了 了 在 五 的 一 个 非 空 开 集 内 上 有 只; 
这 intitdom 及 过 好 ,县 了 在 筷 攻 dom 及 内 为 局 部 Lipschitz 
天 狼 , 即 
YaoocE int (dom f}, 46%,>0, JO 0, 
Vo aE Blao, Be) 一 也 EE 开 [ly 一 al 天 5， 
[ fm) 一 ga) 安 Coloa 一 oj， 
这 里 上 | 表示 及 上 的 范 数 . 
证 明 只 需 证 有 明 站 坊 褒 由 定理 3.5.1, 7 在 ini(lom 放 内 
连续 , 故 不 妨 假 设 对 于 5>0, 有 
(fn) lO, YeE Bt 25)={yE Fly — rol <28}. 


(3.5.27 
我 们 指出 ， . 
VD Fo) | < em, Yor. mE Bao, 8). 
(8.5.3) 
事实 上 , 令 om lesal #0, 


Za 一 2 十 (0/6) (wo — 1), 


则 waE 五 (oo 28), 且 
AN -3 aa 
38 Es oD Wi 2 RI 
(如 图 3.2). 从 
Fa jd ay oo。 


fa) -om = Ff (oa) 一 Geo) 


< 等 c- 尾 im- 吕 ， 


即 牛 -5.3 成立 , 是 
上 画 已 经 指出 , 当 皮 函数 了 在 一 个 点 上 到 有 限 值 时 ,那么 它 在 
该 点 的 连续 性 苞 价 于 二 半 连 续 性 . 这 个 结果 不 能 推广 到 下 半 和 连续 ， 


[| 第 三 章 帮 扑 钱 生 空 宙 中 的 哑 性 


例如 , 取 不 一 卫 ， ， 
0， 当 w 所 0 
fe) -{ +oo， 当 wm>0, 
则 了 为 下 阔 数 ,县 在 4 一 0 下 半 连 续 , 即 
Hm inif (Cm) Ff (0). 

但 了 在 z 一 0 不 连续 然而， 如 果 了 处 处 于 半 连 续 , 那么 对 于 一 大 
类 拓扑 线性 空间 , 仍 有 类 似 结 果 , 如 下 本 的 命题 - 

命题 8.6.3 设 关 为 酉 形 空 间 , 广 正 一 玉 U{+coy 为 三 上 
的 下 半 连 续 真 是 函数 那么 了 在 ipt(dom 亡 内 连续. 

证 明 不 妨 设 0Eint(dom 旋 , f(0)<<g， 那 么 由 f 下 兴 连 
续 ， 


KE-{rE XIf 0) <0) 
是 非 空 闭 凸 集 , 且 对 于 任何 soE 互 可取 s>0 充 分 小 ,使 得 


7 )<5 809)1 Ts Con 0, 


邱 soE-t5 


因此 ,下 也 是 豚 收 集 ， 这 梯 , 如 一 下 介 (一下) 为 对 称 豚 收 闭 凸 沁 ， 
即 节 的 桶 .由 并 是 桶 形 空间 , Z 是 蕊 的 零 邻 域 ， 于 是 了 在 一 个 
替 吉 域内 上 有 界 ， 由 定理 3.5.1, 了 在 int(dom 了 ) 内 连续 . 目 

推论 Ersohet 空间 (包括 Banacb 空间 )} 上 的 下 举 连续 直上 
负数 在 其 有 效 域内 部 连续 . 上 

前 而 我们 曾经 把 一 个 四 秀 数 了 与 它 的 寺 图 epif 相 联 系 , 从 而 
抬 许多 凸 函 数 的 性 质 归 结 为 图 象 空间 中 的 几何 性 质 ， 现 在 我 们 仍 
然 可 这 样 做 ， 首 先 我 们 提出 下 列 命 题 : 

命题 时 5.4 设 不 为 拓扑 线性 空间 ，f, 下 及 U {十 0} 为 
于 上 的 真理 通 数 .那么 

关子 在 iniKdom 及 内 连续 等 价 于 int(epi 了 ) 到 人 2 

地 了 在 五 土 下 半 连 续 等 价 了 于 epi 了 是 闭 集 . 

证 明 了 因为 imtepi 廊 尖 纪 等 价 于 了 在 某 些 点 的 邻 域内 


88.5 ”此 涵 数 的 连续 性 和 对 惕 性 [15) 


上 有 有 异 , 故 由 定理 3.5.1, 它 也 等 价 平 了 在 int(dom 及 内 连续 。 

间 ) 在 瑟 上 下 半 连 续 是 指 : 

Yao€E 32, lm inf f(%) >f (v0)s 
它 自然 等 价 于 ， 
(ga, a) -> Go, 00), F(t) 二 au Vo fm0) sm. 

即 epiy 一 {o, 0) EXxB|f (lz) 声 @) 是 闲 集 .上 

外 此 可 得 到 命题 2.2.4 和 定理 2.,2.5 对 于 拓扑 线性 空间 情形 
药 变 形 , 

定理 8.5.5 没 , 了 为 拓扑 线性 空间 互 上 的 真 凸 画 数 ， 且 具有 
联 有 限 信和 的 上 有 和 界 点 .4《f) 表示 记 有 不 大 于 了 的 连续 念 射 函数 
的 全 体 , 即 5E 4( 放 表示 存在 连续 的 避 E "(拓扑 对 侦 ), m.€ BB， 
使得 


WD) — Ct, pT oa fm), FEE TI. 
那么 fv) ~ snp,% (2), YrEint(domf), 


县 看 在 一 族 仿 射 函数 (EE 也, 局 得 
f(t) — sp tlv), YoEE 


的 充 要 条 件 为 了 是 卫 上 的 下 半 连 续 函 数 .外 

此 定理 的 证 明 与 命题 2.2.4. 定理 3.2.5 的 证 明 类 似 ， 

值得 注意 的 是 ， 在 这 一 定理 中 我 们 没有 假定 且 上 一 定 有 非 
零 连 续 线性 形式 ,从 而 还 可 得 到 以 下 推论 

推论 ”拓扑 线性 空间 全 上 有 有 非 零 连 续 线 性 形式 的 充 要 条 件 
为 : 存在 取 有 限 什 的 .上 有 界 点 的 非常 数 真 吓 省 数 , 目 

为 了 保证 拓扑 线性 空间 肚 中 有 足够 多 的 连续 线性 形式 ,使 上 
述 形式 的 定理 有 意义 ， 我 们 再 叙述 一 个 在 分 离 局 部 是 空间 中 这 类 
的 定理 . 

定理 3.5.6 设 疼 为 分 离 局 部 凸 空间 ,六 于 一 BU {co}. 
那么 地 为 下 半 和 连续 吓 函数 的 充 要 条 件 为 ， 它 是 非 空 连续 仿 射 本 数 
族 s， GEDDD 的 上 包 络 ， 

了 (oa) =—sup ow), b= | 
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.在 比 应 浅 意 的 是 ， 由 于 可 应 用 定理 3.3.5 及 定理 3.5.6 中 没 

有 J 在 一 个 点 的 邻 域内 上 有 界 前 要 求 ,因此 现在 不 害 要 条 件 
ini(epif) PZ. 

推论 ”分离 局 部 凸 空间 于 上 的 下 半 连 续 真 册 函 数 必定 弱 下 
半 和 连续 , 即 对 于 弱 拓 扑 o( 了 下") 下 半 过 续 ， 午 

这 是 因为 连续 仿 射 函数 也 一 定 是 弱 迷 续 的 ， 而 作为 弱 连 续 函 
数 族 的 上 包 结 一 定 是 弱 下 半 过 续 的 ， 这 个 推论 也 丁 双 过 epif 是 
闭 出 集 而 由 命题 3.4.7 得 到 . 

与 此 尖 似 的 还 有 以 下 定理 ， 

定理 8.5.7 设 下 为 分 离 局 部 汉 空 间 . f; 了 一 及 U {to0}, 
那么 了 为 下 半 连 续 次 线性 函数 的 充 要 条 件 为 ， 它 是 非 空话 续 线性 
形式 误 w; (WE 了 的 全 包 络 ， 

(一 sp ho, 内，YzE 四 

定理 3.5.6 和 3.5.7 等 把 凸 画 数 与 对 偶 空间 中 的 元 素 联系 起 
米 . 于 是 如 果 对 于 对 个 系 ( 互 , 瑟 信 来 讨论 丽 个 空间 中 的 丁丁 数 ， 
我 们 有 可 能 对 它们 建立 起 一 种 对 偶 关 系 来 ,从 历史 上 看 ,这 种 对 侦 
关系 葛 讨 论 起 源 于 力学 ( 迷 度 与 动量 之 间 的 对 侦 , 即 所 谓 Legenare 
变换 )， 并 且 还 因此 引出 了 对 偶 空 间 等 概念 ， 下 桓 对 它 作 具体 讨 
论 ; 


设 ( 辽 , 及) 为 对 侦 系 . f: 卫 玉 及 UU { 土 2} 为 任意 函数 ， 我 们 

定义 六 ,了 "一 及 U1{ 革 oo} 为 

六 Co 一 人 一 Fo YarE AX, 
它 夭 为 子 的 共 频 种 数 ( 又 称 极 化 画 数 )， 而 

1 (9) ~ sup, {Ce o>— (2)}, YrET, 
又 称 为 了 的 二 次 共 耗 函数 .把 了 变 为 产 的 变换 称 为 JIegendre- 
了 enehel 变换 .由 定义 得 到 的 不 等 式 

TOT o>, YeE RI, YeERY, 
称 为 Young 不 等 式 。 当 及 * 仅 是 诺 的 拓 盾 对 偶 时 ， 也 可 同样 定 
义 ， 


§ 3.5 凸 未 数 的 连 组 性 和 对 偶 诈 [L117] 


与 六 的 这 种 对 惕 关系 的 讨论 起 源 于 力学 ,为 了 说 明 这 点 ， 
我 们 以 最 简单 的 力学 系统 为 例 ， 考 虑 一 个 质量 为 名 的 质点 的 自 击 
获 体 运动 . 以 “表示 质点 的 高 度 , 4 表示 质点 前 速度 . 那么 质点 
的 动能 为 za/2, 位 能 为 m292， 这 里 9 为 重力 加 速度 。 动能 与 位 
能 的 盖 


五 (z，2) 一 20213 一 mg 
称 为 这 个 质点 力学 系统 的 Lagrange 西数 . 又 , 以 了 表示 质点 的 动 
量 , 即 p=mz, 并 抬 呈 空间 看 作 % 空 间 的 对 偶 空 间 ,那么 
Cp, 2 —peo— ma 
的 力学 意义 就 是 2 信和 的 动能 ， 而 Lagrange 函数 关于 sg 的 
Legendre 变 挨 期 
Hle, Pp) —sup {Cp, 2>— Ls, 2)} 


一 dp 位 - 畦 +mge]} 
市 
mg 
Be tmgw, 


它 称 为 系统 的 Hamilton 西数 ， 力 学 意义 为 系统 的 总 能 量 . 对 于 
一 般 的 力学 系统 也 可 作 类 似 的 变换 . Lagrange 函数 关于 时 间 的 
积分 称 为 系统 的 你 用 嫩 ， 系 统 的 运动 轨 线 v=w( 引 是 使 作用 量 最 
小 而 决定 的 ， 册 此 引出 的 方程 称 为 Euler-Lagrangse 方程 ， 形 式 
上 上 它 一 般 是 2 的 二 阶 微分 方程 ,而 经 过 Legendre 变换 后 ， 
Lagrange 函数 变 为 Hamliton 西数 ,Buler-Lagrange 方程 也 办 
此 变 为 Hamilton 方程 ， 形 式 上 它 一 般 是 Cs， 加 的 一 阶 微 和 分 方程 
组 . 在 下 一 章 中 将 作 咯 为 深入 的 讨论 ， 

了 与 产 的 对 偶 关 系 目前 在 经 济 学 中 应 用 很 多 ， 例 如 , 设 = 为 
产 出 从 , w* 为 产 出 价格 系 , 了 (w) 为 成 本 函数 , 那么 

2) = sup to o> —f (9)} 

称 为 利润 函数 ， 即 在 产 出 价格 系 为 只 时， 企业 可 能 获得 的 最 大 利 
润 ， 类 他 于 成 本 利 利润 这 样 的 对 偶 关 系 在 微观 经 济 分 析 中 还 很 
多 ， 
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下 面 重 新 转 入 数学 讨论 、 首 先 我 们 可 注意 到 ， 如 时 存在 
m0 人 了 梳 , 使 得 Geo) = 一 co 那么 将 有 产 (二 十 oo， 反之 ,如 果梨 
在 驹 所 总 "， 使 得 六 [29 一 一 20, 那 勾 仅 尖 了 f(2) 三 二 co 时 才 有 可 
能 ,从 而 使 扬 (w”) 三 一 00, 因此 , 当 六 = Toco 或 了 可 取 一 oo 的 情形 
都 是 没有 意 久 的、 以 后 我 们 将 内 洗 虚 和 访 三 -> 及 UT+coy， 上 且 
4# 夫 十 oo 的 情形 、 这 时 ,中 定 义 可 知 产 : 瑟 *- 及 U{+eoy 必定 起 
人 "上 的 下 半 连 续 ( 对 于 ol 于 *, 于 ) 和 zr( 斑 *, 王 ) 闻 的 任何 拓扑 ) 
真 凸 函数 ， 辐 宰 ， f*, 三 一 及 UTTeo} 也 必定 是 生 上 的 下 半 连 全 
《对 于 =( 互 和 zf 互信 间 的 任务 拓扑) 真 凸 项 数 。 

由 Young 不 等 式 ， 

Fe) LD, mf), YHE TE, Ye TT, 
从 而 f(D > sap Te oT)} f(g), YoE TE. 1 
曙 一 方面 ;如果 于 是 下 半 连 绪 真 山 遂 数 , 则 存在 
. {wei", {oherE RB, 
司 得 TD 一 3 To 办 一 叮 - 
从 而 1" (0) 一 so Toy > -sop (Ka, ey — om)} 
inf sup {Ce", 办 一 全 27+ 0} 
如 样 ,再 由 Young 不 等 式 
人 o> —f (om) 
> > snp {Ce, 办 一 全 +o 
YET YoE TX. 
抽出 ， 广 ( 人 Pdnp fo o> a = fr), YoE ET. 

由 此 得 到 下 列 定 理 ， 

定理 8.5.8 .为 下 半 连 续 真 凸 画 数 当 旦 仅 当 -Je 目 

在 下 一 章 中 将 利用 同道 数 的 这 种 对 侦 性 来 表达 上 是 规划 的 对 个 


性 ,使 得 是 规 划 的 对 侦 性 有 葛 对 称 的 形式 . 
鲍 1 f(2) 一 kms, m9》--oo， 则 


上 3.5 恒 洒 类 的 连续 性 RI 对 候 性 [119] 


f° (0) =sup {Ce, o> ~<a +o0} 
-| 当 一 6; 
| 
例 & 设 厂 RR, f(z) 一 [zl?/p, 2>T 则 
fC) = [o's/g, 
黄 中 9 满足 1 二 ITg= 工 Yonng 不 等 式 在 这 种 情形 即 为 
二 YER, YorER', 


它 是 通常 所 说 的 Young 不 等 式 ， 
例 3 设 基 福 了 Bx 为 其 指标 函数 , 即 
0, 当 EFE; 
和 -| 当 s 竺 区. 
划 Be 一 so {Cw az> 一 Sr(z) 
—sup 《一 2 
为 下 的 承 托 画 数 . 当 下 为 非 空 闭 凸 集 时 ,8 为 下 半 连 续 真 凸 函 
数 , 从 而 
一) 一 SP fo 2 — oC)}, 
由 42€ 下 当 且 仅 当 Sr 一 0， 而 ozx(0) 一 0 我们 又 可 得 到 熟知 
的 结果 (参看 命题 2.3.2 利 定理 3.3.5 推 论 ) 如 下 : 
下 一 也 E 和 < eRor(w), VorE TR 
又 , 易 证 五 的 极 化 集 "为 
Ro- {2€ TC, wl, YeE KY 
= {mE Tan) <. 
尽管 ?包含 卫 * 的 零 ,但 vx 却 不 一 定 是 对 应 及 ?的 Minkowski 
区 数 ,因为 er 不 一 定 非 负 ， 但 如 果 令 
Pt") = max {0, ox(we")}, 
则 px: 是 节 *" 上 的 下 学 连 续 Minkowski 攀 数 ,县 
EK°= {oC A" pr (ee) 1}, 
到 "的 承 托 函数 


[120- 第 三 但 ”拓扑 线 往 空 辣 员 执 丁 位 
ox (wm) = stp Co", > 
则 一 定 是 Minkowski 西数， 因为 0E KE? 从 而 rm 人 ce)>0、 它 的 
共 罗 函数 显然 基 ?的 指标 半数 8x。， 那 
mer en 
二 ce， 当 坟 全 
而 下 的 双 极 化 舍 达 % 一 ctO U 五) 则 是 
KV={sEFIy", eol, Ve EE 
— {EXTIormts) 宝生， 
综 上 记述 , 可 得 到 下 列 结果 ; 出 式 己 卫 出 发 ,定义 它 的 指标 丁 
数 x, 则 它 的 闭 凸 包 为 
00 玉 = {wv 及 | Co wy") ,YE 互 对 ， 
它 的 双 极 化 包 ( 即 含 9 的 闭 品 包 ) 泡 
Ew- {rE RIom(w) I}, 
其 中 E"={E Nt 1}, 
Tin) ~ Sap, <”, w>— om). 
当下 为 合 0 的 团丁 集 时 , 悄 阅 比较 简单 , 即 
E~—{%E XIpr(e) 1}-== {rE X[Ke", el, 
YoEEKEY {EXE, wepae"), YorEX'}, 
下 "一 {E Xprlo) It = {0E RCo, aol, 
YeER}={ ER Ky, wpr(t), VeE RY}, 
Pr Ce) ~inf{a>0l%EaR} = sup, 《2 0> 一 Sr)， 
ma 一 inffa>0[ioEw 玖 0 一 sz Km, p=), 
当 于 为 赋 范 空间 , 五 为 闭 音 位 球 时 ， 则 pr 为 革 上 的 范 数 上 【x 
吾 ? 为 中 "上 的 闭 单 位 球 ，2m 为 全 "上 的 范 数 | .上 zx, 即 得 
E-{zE XIlr[ <1}= {rE EC, 只 所 or Ye EREY, 
KE"={o EX lr.<1} = {eo ER [Ce”, so)elr, YE 各) 


wlx= Sup 《bx 
bel wah ;7, 


lol x.= Sb, C0", 2>. 


三 竟 丫 题 [131] 


游 


这 些 都 是 赋 范 空间 理论 中 熟知 的 结果 ， 需 注 半 的 是 于 "上 的 由 
|x 定义 的 拓扑 是 强 丘 外 BC， 及 )， 当 它 强 于 Mackoy 折 扑 
7 及 *", 于) 时 , 卫 * 的 拓扑 对 侦 将 严格 包含 半 ， 如 果 


BZ", HF) A", X), 


互 称 为 自 反 空 间 。 四 


[i 


a 


的 


10. 
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， 试 证 昭 , 分 离 拓 守 空间 中 的 定向 族 ( 或 四 子 ) 至 多 只 能 有 一 个 极限 . 
， 斌 证明, 分 离 和 站 空间 中 的 单 点 集 是 闭 集 , 守 是 该 点 的 所 有 闭 邻 域 的 交 。 
。 试 证 明 ， 拓 扑 乘积 空间 到 每 一 因子 室 闪 的 射影 是 开 映 射 ， 即 开 集 的 射影 


总 开 集 ， 射 彩 是 否 是 闭 映 射 9 即 闭 集 的 射影 是 否 一 定 是 闲 集 ? 


， 试 证 明 ， 庆 着 室 间 六 是 分 离 空 间 的 充分 必要 条 件 是 ，X* 生 入 x 五 的 对 


名 线 4= {zw 从 所 玉 ?I= 如 泡 富 中 的 闭 集 . 


、 设 六 为 分 离 扩 扑 空间 ，{zn} 己 及 为 苹 中 站 化 于 gE 的 序列 ， 试 证明， 


集合 各 mo mo 是 天 的 取 集 ， 如 果 把 户 列 改 为 定向 旗 ， 合 
看 足 否 仍 咸 立 ? 


， 设 妆 为 紧 拓 扑 空间 ， 试 指出 , 王 刷 的 没有 聚 点 的 子 集 是 有 限 集 . 
- 设 卫 为 紧 丘 站 空间 , {zn} 下 为 序列 ， 汪 证 明 , 如 果 好 和 有 唯一 的 接触 


点 那么 {zw} 收 妆 于 试用 反例 指出 ， 非 紧 的 分 离 括 扑 空 间 没有 这 
个 性 质 . 


， 设 六 为 有 列 紧 性 的 距离 空 册 {0,}we 为 了 上 的 开 覆 匡 ， 试 证 明 , 存在 


8>0, 使 得 对 于 任何 3E, 存在 iE1l, 满足 

Bz, 0) = yay, w) <e} CEO. 
(Lebesgue 引 迎 )、 让 此 指出 ,对 于 距 离 空 间 来 说 ， 紧 、 可 数 紧 和 列 蜂 是 
等 价 的 。 


， 设 六 为 分 离 拓扑 线性 宝 间 ，44, BE， 斌 证 明 : 


i) 如 果 十 是 开 集 , 那么 4 上 五 也 是 开 集 . 
让 刘 有 44 是 闭 集 , 吾 是 紧 集 , 那 委 4 十 召 也 是 闭 乐 ; 如 果 4 雇 是 紧 集 ， 
那么 4 十 妃 也 是 紧 集 . 
i 试 举例 说 明 , 寻 果 妃 .B 者 是 闲 集 ， 4 + 五 可 能 不 是 闲 集 . 
没 蕊 为 线性 空间 ， 色 名 分别 是 关于 与 互 的 线 过 结 罗 协调 的 两 种 拓 盾 
的 零 都 域 基 .， 定义 

W= TCRN=UNV, Ve Ve 
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11. 


12. 


ja. 
14. 


15, 


16. 


23. 


斌 证 明 , 以 汐 作 为 零 邻 城 基 的 拓扑 与 卫 的 线性 结构 也 访 调 ， 

试 证明 ,有限 维 拓扑 线性 空间 上 的 性 向 线 福 形式 都 是 连续 的 , 并 由 吐 指 
出 胡 照 维 线性 空间 上 的 任何 分 离 局 部 此 拓扑 都 是 相同 的 - 

试 证 明 下 列 更 一 般 的 结果 亦 成 立 ; 任何 两 个 呈 维 分 离 拓扑 线性 空间 都 是 
拓扑 同 构 的 《代数 同 构 是 拓扑 同 肛 ?. 

试 证 明 , 拓扑 线性 空间 是 局 部 紧 的 当 肛 仪 当 它 是 有 痕 维 的 CBiesz 定理 ). 
设立 为 线性 空间 , Z* 为 它 的 代数 对 偶 ， 试 证 明 , 孔 无 限 维 当 且 仅 当 他 
下 的 最 细 局 部 凸 拓 关 不 同 于 ac, 芋 ")-~ 拓 护 ， 

设 4 …， 4 为 分 离 拓扑 线性 室 间 发 中 的 竖 凸 集 、 试 证 胃 它 们 的 凸 包 


co] 4 也 是 标的 [提示 ; 令 B= 信 一 (XO ERrl2e>0， 8 了 … 
当 % 一 由 了 Bx (二 4) 名 加 41 出 
7 连续, 且 f( Bx (入 44.)) = ad] 

设 么 呈 为 分 高 局 部 古 空 间 芳 中 的 两 个 保全 ，oavcs 分 别 是 它们 的 承 托 
函数 。 试 证明 ， 4 十 台 的 这 托 辣 数 为 0445 一 04+os， 且 当 和 4 是 闭 帅 


集 , 万 是 紧 吓 集 时 ,有 
A+B= {rE Xe, 2 os) Fosn), Ver ERX}. 


- 设 革 为 分 离 局 部 语 室 间 , 下 为 紧 屿 和 集 , 如 为 个 线性 无 关 的 财 超 平面 的 


交 ( 这 里 线性 无 关 关 于 对 应 的 连续 线性 形式 而 言 ). 下 几 收 二 儿 . 试 证 朋 ， 
窑 在 "个 线性 无 关 的 闭 超 平面 , 每 一 个 都 使 下 和 这 强 分 高. 


- 试 证 明 ， 定 理 3.3.5 中 ,条 件 “ 是 焉 中 的 紧 瑟 集 " 可 代替 为 所 是 五 中 


的 c(, 交 7 - 紧 凸 尝 ” 


- 试 指出 , 有 界 集 的 六 包 、 凸 包 、 连 综 象 以 及 有 限 代 数 和 也 是 有 和 界 集 ; 再 指 


出 , 紧 集 是 有 界 集 ， 


. 设 半 为 分 离 局 部 凸 空间 。 ZX* 为 其 拓 赴 对 个 ， 如 果 开 " 对 于 强 拓 扑 


BCX*, 外 ) 的 拓 盾 对 偶 为 了， 则 五 称 为 自 反 空间 ， 试 利用 定理 3.4.6 等 
写 出 自 反 空间 的 充 要 条 件 . 


. 设 苹 为 线性 空间 .XX* 为 其 代数 对 候 ， 试 证 明 * 的 强 拓 扑 有 ( 玉 %， 怠 ) 


与 弱 " 拓 扩 oCX*, 丈 ?相同 。 


- 设 肝 为 分 离 局 部 由 空间 . 刀 z 为 至 上 的 下 学 连续 真 止 冰 数 , 且 


Qomy 一 aomy 一 忆 
为 紧 品 集 ， 如 果 ww EX， f(z) 十 gCw) >>0， 试 证 明 ， 存 在 连 镇 线性 形式 
x 满足 Yze 及 了 (5) > (on, > 一 gtr) 
设 且 为 分 离 局 部 凸 空间 . 了 为 和 上 的 真 凸 函数 ， 试 证 明 


24. 


26. 
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li iof fm) = (0); WHER, 
特别 晨 Tim inf f(y) fC), YoETR, 

os 
试 证 明 共 斩 离 数 的 下 列 狂 质 : 
iD 训 果 g< 户 那么 丰产 . 
说 如 果 8O 一 722，2 二 0 那么 90) 二 CU/ 和 1! 
十》 如果 8 四 一 Me >0,， 那么 gz) 一 人 CeA 和 1 
iD) Cinf FO =sup fi, {a Cap id" < ff 
7) 如 果 扩 中 五 一 了 4 二 ce 那么 

Ci {fT ID "+g. 


“ 设 下 .了 为 两 个 分 离 局 部 想 空 间 、9 为 有 x 了 上 的 真 钙 西数 ， 


Ts) ink gs, 9). 
试 证 明 FSD ge, 0), 
设立. 了 为 两 个 分 离 局 部 凸 空间 ， 到 为 了 x 了 上 的 真相 函数 ，4: 互 -> 也 
为 鱼 性 映射 ， 

VN inf Pls, As+Y). 
试 证明 VE) = FA, y*), 
这 里 4 > 苹 # 为 4 的 共 应 孔 射 , 它 满足 , 
Ay, T= Ary, YE Vy" EPY. 


第 四 章 ” 凸 函数 的 次 微分 运算 
§$ 4. 凸 函 数 的 方向 导数 ,G&teaux 导数 和 次 微分 


这 一 童 讨论 目 分 析 的 核心 , 即 目 函数 的 次 微分 运算 ， 关于 单 
变异 的 上 本 数 的 次 微分 ， 书 经 在 $3.1 的 最 后 部 份 定义 和 过， 一般 
的 次 微分 当然 是 它 的 推广 ， 下 莲 的 讨论 将 在 拓 扒 线 往 空间 的 奏 轨 
中 进行 其 中 不 少 内 容 也 可 按 纯 代数 讨论 , 即 在 空间 中 不 引进 所 
转 . 但 绝代 数 的 情形 也 订 看 作 在 空间 中 引进 了 最 细 的 局 部 四 拆 裤 ， 
即 其 代数 开 西 阴 收 保全 体 作为 堆 邻 域 盐 的 拓扑 ， 

设 工 为 拓扑 疝 量 空间 ， 访 一 卫 U{ 二 coy 为 刁 上 的 真相 
函数 , 当 =Eintaom 力 时 ,由 对 于 任何 上 E 开 ,Go 十 遍 ) 是 绝对 人 
充分 小 的 + 的 实 什 品 画 数 ， 于 是 由 命题 2.1.2， 

Bf (uh) =lm Lt A), (4.1.1) 


5 7 有 -lot 二 -7 ， {4.1.9) 


者 存在 , 旦 
Bef (2; D6- Co bh) = Bf 0; -hh). 
它们 分 别称 为 了 在 区 上 洛 方 向 的 宕 手数 和 志平 课 ， 如 果 
B84 f Cm 1) =8-f C0; h), (4.1.3) 


芭 
5 je hi) -lm 的 = 《和 
存在 ,那么 8f(z; 内 称 为 子 在 和 时 滞 方 向 无 的 导 孝 ， 
命题 和 .1.1 设 了 为 拓扑 线性 空间 三 上 上 的 真 凸 画 数 ， 7 在 
zdom 了 上 连 针 。 那么 Se Cw; 下 是 疡 的 连续 次 线性 函数 ， 特 别 


方向 导数 、Giteutz 导数 邦 雇 答 分 [sa 


是 ,如果 对 于 任何 hE X57(% 各 都 存 在 ， 那么 67(w; 加 是 的 
和 连续 线性 形式 , 即 存在 连续 线性 形式 2*E 玉 "使 得 
Sf; Bh) 一 4 RY, YhE TR, 
征明 蝶 愤 . 工 - 二 立即 可 得 
Bf my 一 Fo 有 YAEO YE 三 
勇 一 方面 ,对 于 任何 型 .加 后 下 ,由 于 子 是 凸 务 数 , 可 得 


人 (4 ht fg) 一 i CA 3 3) —f tr) 


二 tm fmt oi) tf r+ tha) — 2f Cw) 
2 


lim Co ay =f) 


本 {vw 十 吕 硫 9) 一 
+ 加 ez 十 Eh fw) 
Bf Ce; ha) TD fl: ha). 
这 样 6. 了 (aw; 站 是 的 次 线性 西数 ， 
为 证 明 5, 了 (wi 有) 对 于 任何 连续 , 由 定理 3.5.1, 只 需 证 明 
它 在 一 个 零 邻 域内 上 有 界 . 而 对 某 个 零 令 域 口 中 的 及 由 了 在 % 
上 上 连续 ,jz 十 一 上 有 界 , 献 


Br fe Dint Lt/ < Fo 一 7 


也 上 有 有 界 . 

当 5f(z， 有 加 对 所 有 名 大 在 时 ， 由 6f (wz 人 =8,f(wm 及 一 
一 3 一直: 可 知 Sm 站 和 一 8 有) 一 64 了 (Cw， 一 习 痢 是 名 
的 连续 次 线性 画 数 ， 因 此 ,87 (nm 如 是 五 的 连续 线性 函 煞 . 量 

说 六 王 一 玉 UT+cel 为 上 的 任 喧 函数 .如 时 对 于 wwE 
inb(dom 了 )， 《4.7, 人 定义 的 8F(w 而 对 任何 方向 六 存在 ， 且 存 
在 民工 *, 满嘴 

fw 记 ) 一 < 及 ，W 有 EE 到， 

那么 称 了 在 “上 |Gateanx 可 是 ,| 称 为 其 Gateanx 时 涤 ， 并 记 作 


[i25] 第 四 这 凸 瑞 骨 的 次 第 分 运算 


2 二 Vf)。 命 题 4.1.1 后 半 部 可 表达 为 下 列 推 论 ; 

推论 法 了 为 拓扑 线性 空间 芝 上 的 真是 菠 数 ， 并 县 了 在 
2EEdom 了 上 连续 。 如果 Bw; 有 对 任何 产 E 存在 ,那么 了 在 a 
上 Gateaux 可 导 . 目 

然而 ,对 于 一 般 的 尔 数 来 说 ,方向 导数 存在 与 Giteaux 可 导 基 
两 个 概念 。 即 使 对 于 有 限 维 空间 来 说 ， 它 们 也 不 等 价 ， 对 于 有 限 
维 罕 间 BB?" 来 说 ,如 果 了 在 % 上 G&teaux 可 导 ,那么 共 Giteaax 有 
数 即 通常 的 梯度 ， 


Vo) ~ (SD, BE) ER™. 


这 时 ,对 于 任何 产 = CGE, ……, 让 EB", 有 
Sf (a; h) lim Seth) Fe) vpew), a 


~ 训 人 


由 此 也 雁 易 构造 方向 导数 存在 . 面 Gateanz 缴 分 不 存在 的 例子 
例 我 们 用 极 坐 标 (r,， 分 表示 及 ? 中 的 点 令 广 了 及 "-> 及 为 
Cr 的 一 a(9 人 
其 中 at 的 为 如 的 可 微 函 数 ， 且 清 叶 < 人 = 一 (rz 十 分， 于 是 了 在 . 
浙 点 方向 导数 存在 ， 但 只 要 例如 a( 的 不 满足 


v3 fw ~ 2/ Bf , af00) 
以 至) 2 et9) re( 号 力 - 3 Rr )， 
了 在 原点 就 不 是 Gaieaux 可 导 的 . 星 


现在 我 们 提 世 凸 函数 的 次 微分 概念 设 疡 于 一 了 RU {上 co} 
为 拓扑 线性 空间 到 上 的 凸 遂 数 , 互 * 为 在 的 括 扑 对 个 .下 询 集 合 


区 为 了 在 %E 了 上 的 区 微分 
Bf (= {0 EZ" yeEI DD I), Vy EXY. 


(4.1,5) 
这 个 定义 实际 上 可 不 要 求 耻 一定 是 凸 的 , 然 面 , 对 比 83.1 中 对 单 
变量 凸 函 数 的 次 微分 定义 可 知 ， 这 个 定义 仅 对 正 函 数 才 较 有 意 : 
尺 ; 


4.1 也 函数 的 方向 好 区.Gitsaug 导 攻 和 次 微分 £127] 


我 们 应 当 注 意 到 ，8.f(4) 有 可 能 下 全 空间 芒 "， 例 如 了 (2) 一 
一 co, 或 1 三 十 oo, 得当 了 为 真 册 函数 时 ,这 两 种 情况 都 不 会 出 现 ， 
这 时 , 外 果 关 四 一 十 co，Bfo 一 由 但 即使 天 们 关 十 se， 大 中 
也 有 足够 多 的 元 素 ，8jtw) 还 可 能 是 空 的 。 次 微分 中 的 元 素 称 为 
了 在 e 上 前 隐 梯度 | 如 聚 38 Cz) 区 色 ， 那么 称 了 在 s 上 区 可 和 出. 
Bf 8) 关 困 的 4s 金 体 称 为 Gf 的 定义 域 , 记 作 dom(8f)。， 对 于 真是 
函数 户 自然 有 


domfa 六 caomf 
它们 的 进一步 关系 将 在 下 节 中 讨论 此 外 ,Bfko) 显 然 是 c《 互 %， 
衬 )- 闭 凸 集 . 
定理 和 .2 没 了 为 拓扑 线性 空间 下 上 的 三 止 画 数 ， 且 在 
zEdom 上 连续 、 那 么 有 Fo) 于 倚重 
8 一 {ws° EK" Co", hyd fm hb), YAELY, (4.1.6) 
5: (8D ~ sup Co, 有 ，YhE 斑 ， (4.1.7) 
证 明 如 时 zw*E 之 * 满足 . 
,EBFC ,YhETE 


那么 由 
Bf b) ~ in Lt HS) < 有 一/ 
[Ge] 
可 得 
Co”, RE Ft) fr), YhETRE, 
因此 ,由 定义 (4.1.5), sa* Ear Ce) ， 
反之 ,如 果 w*E8f (w), 那么 由 定义 {4.1. 国 ， 
be, DD ED SD), yae x, v0. 
因此 ,也 有 
Lo hy <inf LE+D fe -fn 局 . 
Lod 
这 祥 (4.1.6? 成 立 ， 
好 (下 由 和 后 半 部 的 证 明 可 逐 字 照 搬 命 是 3,4.1 的 证 明 , 这 
星 弛 (0) 对 应 (3.4.3) 的 4 B47 人 fw 共 对 庶 芭 所 不 同 的 是 
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5, 了 f(s; 有 ) 不 是 空间 的 闪 范 数 , 从 而 所 得 到 的 亚 不 能 由 半 范 数 来 说 
明基 连续 性 ， 但 现在 可 由 定理 3.5.1 通过 小 在 一 个 零 邻 域 六 有 
界 来 得 到 其 连续 性 . 目 

推论 1 设 了 为 拓扑 线性 空间 世上 的 真 凸 函数 ， 并 且 了 在 
reEdomy 上 连续 ， 那么 了 在 s 上 Glhteanmx 可 导 当 自 仅 当 弛 (vw) 
为 单 点 集 : 

这 白 信 .1. 中 可 得 . 

推论 名 设 了 为 拓扑 线性 空间 互 上 的 真 几 函数， 并 且 f 了 在 
wsEdomf 上 连续 ， 那 么 由 人 ) 是 并 * 中 的 ec( 工 ”5 并) 一 紧 凸 乐 ， 

证 明 ”事实 上 , 由 (4.7 可知 ，347(oy 丰 是 38(w) 的 承 托 酉 
数 ， 由 $3.5 的 例 8 的 讨论 可 知 ， 

Of (0))°— EXIST (m1}o 

但 由 54f(m; 内 对 五 连 续 , 右 端 显然 是 及 的 零 邻 域 ， 因 下 , 取 对 称 
零 部 域 品 忆 (8fF(w))", 则 由 AIaog}u-Bourbaki 定 旬 3.4.5, VU? 是 
0 )- 紧 是 集 ， 而 (caf DD)%CT 是 古 的 ol” 
于)- 闲 凸 子 集 , 故 也 是 e( 琶 总 )- 紧 凸 集 . 和 

推论 8 在 推论 3 前 条件 下 ， 

colaf U {0}) = ,ao 
是 olX*, 下)- 紧 凸 集 ,从 而 有 
(fo 2B (o). 
证 明 ”定义 师 射 将 ; [0, 了 x87(s) 一 了 "为 
BPO, 0H) he, YAE LO, 1], Yo EOF 0). 
则 也 是 连续 映射 , 破 作 为 紧 空间 [0, 1] xaf(z) 的 连续 象 
FLO, 1] x of Cr)) 一 du ABF Cw) 

也 是 紧 的 . 田 

下 列 定理 说 明 品 画 数 的 次 微分 与 共 示 函 数 之 闻 的 关系 、 

定理 4.1.3 设 .为 拓扑 线性 空间 六 上 的 真是 函数 ， 那 么 
下 列 两 条 件 是 等 价 的 : 

D 2 EAf (on)s 


号 4,1 由 渭 歼 闻 方 向 导 玫 ,G44euvx 导数 和 实 微 分 [1291 


二 FO) To 一 人 
如 果 .fc = 六 (zz)， 特 别 是 ， eR 
六 连续 真正 画 数 ,那么 外 ,让 还 等 
DD gE0f"(o")， 这 里 六 的 光 代 从 是 把 广 当 起 为 有 T(E 
袜 )- 扣 扑 的 局 部 同室 间 下 "上 的 廿 函数 来 取 的 ， 
证 明 ”类 果 2*E67(z), 那么 
FOUND fe, y— 8, VyE LI, 


天 
2 yf, WFD, VyET. 


Xr, 2> — fr) = su {Ke 92 — FD Fe"). 


反之 ,如 果 识 成立, 由 工 逆 推 , 即 得 2*E87(2), 这 样 刘 与 久 
等 价 . 

如 野 f(w) 一 Fo 则 让 等 价 于 

Fo =f (0 + (FC) 一 ce oy, 

以 至 也 等 价 于 这 )， 国 

推论 1 如 果 Fo 一 fm， 那么 Bf(o) 一 age)， 重 

这 是 因为 广 =7"™. . 

推论 & 如 果 了 在 2 上 次 可 微 ， 邮 好 (z) 关 加 ， 那 么 fw) = 
fn). 时 

事实 上 ,这 时 设 必 E(w), 则 由 Young 不 等 式 和 让, 有 

oD) HF) Pt, w=) + fm). 

因此 ,fw) >f zw), 从 而 等 号 成 立 . 

注 把 f 的 次 微分 好 看 作 政 到 于 * 的 映射 则 这 是 一 个 集 
值 映射 , 即 它 是 脏 中 的 点 与 五 * 中 的 集合 的 对 应 .对 于 任意 两 个 
集合 4.8, 也 可 定义 44 冯 B 的 集 值 映 射 了， 4 一 23, 这 里 35 表示 
召 的 突 集 会, 即 它 的 子 集 全 体 ， 上 弄 这 样 表 示 也 就 是 说 妃 到 如 前 
销 什 映射 即 4 到 2 的 单 信 蜡 射 。 乘积 集合 4x 吾 的 下 列子 集 称 
为 如 4 一 2 的 图 象 ， 

BraphF ={(%, 办 后 4x 且 | 8 区 本 (o]. 


由 六 油分 运 得 


I136] 


反之 , 4Xx 吾 中 的 任何 一 个 子 集 也 可 用 来 定义 一 个 4 到 B 的 集 值 


映射 ， 利用 邓 的 图 象 很 容易 定义 玉 的 道 映射 六 1 如 一 28。、 即 
只 站 要 求 graph P=graph FF; 它 也 可 写成 
YERP(L) HEP IY) 
在 这 样 的 观点 下 , 由 定型 4. 工 ,3 立即 可 得 下 列 命 题 : 
命题 4.1.4 设 f 了 为 分 见 启 部 凸 空间 于 上 的 下 半 连 续 真 曲 函 
激 .。 那么 了 的 次 微分 8f 和 天 的 次 微分 a7* 作为 集 值 映射 互 为 道 
映射 , 即 


-aa 
在 下 节 中 将 进一步 讨论 次 微分 的 性 质 , 作为 这 一 节 的 结束 ,下 
面 举 几 个 次 微分 的 具体 例子 . 
例 1 设 政 为 赋 范 空间 ，J/(2) 一 |z}， 这 里 | .1 表示 瑟 上 的 
范 数 ， 那 么 由 8& 3.5 的 例 3 有 
0 当 le'l<1; 


Po) dle") = | oo, ol 
在 此 我 们 对 X" 上 的 范 数 用 同 祥 的 符号 ，F?{o*EZX'||erl< 


习 , 因 此 , 当 w 了 0 时 ,2*E67 (2) 当 且 仅 当 
lol<1, 且 < 惟一 le. 


当 w=0 时 ， 
af(0) = {mE Z| ee1}, 
当 下 一 用 时 ,得 到 je) = |z| 以 及 
医 当 2 多 
ar(w =4 [~1, 1], 当 so=0; 
{ 一 癸 ， 当 w0. 
当 玉 -如 时 ,得 芭 了 (一 (高 (2)* 放 愉 及 


{Co ol)}, 当 az0 
{om EB" ea"|<, 0. [9 


葬 8 仍 设 卫 为 赋 范 空间 f(z) 一 去 1?， 册 


a le) ={ 


4.1 由 通 数 的 方向 导数、Gibeaux 导数 和 次 微分 L131] 


(on) -sme 作 - 二 lz 时 (4,1.8) 
由 于 
《ao ol lol e+ Hs), 
故 
ar， o> 一 二 jel: < le, VoEX, YHEX'. (4.1.9)- 
因为 jz "1 =eup 《<2 从 而 
LE lgop Cz”, | az> 一 ob Ko o>. 
由 此 可 得 
sup{ < 办 -去 [e 轩 > sup,,{ < oD 一 二 le 中 
> 寺 Ie 册 (4.1.10) 


这 裕 , 击 (4.1.8)~(4.1.10) 得 到 (0’ 一 二 |2*|， 而 wr E87 (2) 
则 等 价 于 
Co y= 去 (lee 四 
或 
《Ke 从 一 [zjol 

这 时 旷 称 为 冉 范 空间 工 的 对 个 里 身 ， 由 定理 4.I.8 的 推论 土 可 
知 , 对 企 遇 射 是 单 信 有 映 庙 当 且 仅 当 圭 zl* 是 Giioanx 可 导 的 ,这 
种 赋 范 空间 称 为 开 注 空间 | 用 

例 8 设 忆 为 折 扑 线性 空间 了 中 的 是 集 、55 为 下 的 指标 
函数 ， 那 么 对 于 任何 wEK， 

BBx (0) {2" EX" ya Br) — xls), VyEX} 

—{PEX* Le, -eI <0, YYyER}. (4,1.11) 

《4.1.1 人 ) 有 问 是 下 "中 的 -个 o( 玉 "， 斑 )- 闭 摧 维 ， 它 称 为 太 在 
ww 上 的 法 向 锥 , 关 记 作 Wg(w)， 当 是 线性 子 空间 时 ， 


和 汉 微 分 运 隆 


11323 


B84 0) = {ER | y=0, Vy ER}, 
部 弘 z (2 一 玉 z(2) 是 医 的“ 正 灾 于 空间 ”( 在 有 限 维 时 , 这 有 完全 
确切 的 意义 ), 它 是 子 空 间 六 的 “下 交 向 量 " 全 体 ， 当 下 是 仿 射 集 
时 ,站 (op) 仍 是 类 似 意 义 的 子 空间 ， 当 到 是 凸 链 时 ， 
ax(0) 一 [rc 三 ten <0, YY EE} 
={2 EXC, EL Vy ER} 
=E", 
它 自然 称 为 下 的 极 化 锥 或 负 对 全 锥 . 
法 各 给 wxrke) 在 立 中 的 报 化 锥 称 为 五 在 * 上 的 扫 向 健 ， 记 
作 2zfke), 即 
Trto) = {ERI Co, tHE0, Ye Etc) 
法 向 锥 与 切 向 锥 是 两 个 重要 的 “几何 ?概念 ， 在 84.3 中 要 专门 讨 
论 它们 . 和 鲁 


§4.2 次 微分 的 性 质 


本 节 讨 论 次 微分 的 性 质 ， 下 列 基 本 性 质 由 定义 即 可 得 . 

命题 4.2.1 i Vi>0, DPCo) 一 Mro); 

iD) Bfi(®) +Ofa(8) SO f+ fa) Ce); 

ii 如 果 下 (2 一 《只 十 om 二 生生 "为 五 上 的 连续 仿 射 函 
数 ,那么 级 (zx) 三 {zm 让 , 且 对 于 焉 上 的 任何 是 函数 有 

Of + (2) BF (2) + ER (em); 

iv) 了 在 zo 上 达到 最 小 值 的 充 要 条 件 为 0E83j (zo) .和 

定理 2. 设 记 ,…, 六 都 是 拓扑 线性 空间 写 上 前 凸 函 数 ， 
0) 一 To， 了 TO 一 全 fo = (z)}， 吉 果 广 ,…, 都 在 
zo 上 到 有 限 值 旦 连续 , 那么 

到 Geo) 一 co eo). {4.9.1) 


证 明 由 于 记 , … 疡 者 在 和 上 连续 , 店 在 oo 的 某 邻 域 上 将 
始终 有 Jo) = max fi(m)， 这 时 ,由 定 铸 4.1,2, 首 先 有 


8<4.2? 沈 梁 分 的 性 质 [133] 


ae = 人 En SB fleo h), VAETR} 


人 = ee, oi); (4.2.2) 
Bf (ro) — {rEX" Ne DEBrf (ro Bh), YAE TF}. 
(4.2.8) 
我 们 先 证 二 
64f (wo bh) — max ds oo 站， (4.9.4) 


事实 上 , 当 $ET(zo0 于 ， 
Bi f(zos bh) 一 iof ee 十 多 一 六 (em 
cme Cent th Tey 


t= 


~ Cro; . 
攻 7 


于 6+fero Ed fro FR) 
另 一 方面 , 设 声 >0(% 一 J]， 2, …) 满 足 丰 一 0 且 
Spf Croh) = Tm i —f (ro) . 
考虑 到 在 zo 的 邻 域 ,六 (2) = ax feo), 所 以 至 少 存 在 一 个 
5 ET(eo) ,局 得 对 于 无 限 多 个 满足 
Ta0t hh) ~ f(ro+ hh) . 
从 而 对 于 这 个 6 有 
BC 由 -Te 3, pew D), 
= 和 


即 性 .2, 鸭 得 证 . 
朵 (4.2.2)~(4.2.4) 易 证 
co bl ellro) Saf (eo), (4.2.5) 
为 证 明 ( 和 .2. 团 的 皮 向 的 包含 式 ,首先 注意 到 上 式 左 端 作为 有 限 个 
oF,, 入 》 笑 名 集 的 站 但 也 是 CX 六 )- 紧 的 (参看 第 三 童 习 题 
本 )， 男 一 方面 ,由 他 .2. 鸭 和 (7， 得 
6 f {wos 有 = max sup 《2o I> 


Efto) PEO/ 
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一 Sup{C0, 下 la€, a {wo)}. 
这 说 明 Se 7 Gee 了 D 是 上 好 (wo) 的 承 托 酉 数 . 从 而 由 定理 3.3.5 


Le Ti 
的 推论 《把 翌 * 硕 作 有 er( 了 并)- 拓 扑 的 分 离 局 部 凸 空间 )， 
新 (zo) = {0 ER | RBF oi bh), YhETF} 
~ 00 ,apiceo) 一 oo ba ao 。 


基 必 ,2. 了 得 证 目 
下 列 定理 是 次 微分 运算 的 基本 定理 ， 
定理 4.23.3(Moreaa-Roekafellar) 设 马 为 拓扑 线性 空 . 问 ， 
万. 户 为 发 上 的 真 凸 画 数 ， 如 果 存 在 mE(daomP)n daomya)， 
使 得 万 在 se 上 连续 , 那么 
Ofit fa) tn) 一 are) -Of se), YeE TE. (4.2.6) 
证 明 ”出 命题 4.2.1 这 ), 只 需 证 明 60/ 十 Jfa) (4%) C2712) 十 
2fatw)、 设 EBC 让 十 f9) (ww), 现 证 明 在 定理 条 件 下 ，w*& Bfi(w) 
十 2fstw)。 不妨 假设 办 一 0 wz 一 0,，f1(0) 一 Js(0) 一 0, 否则, 令 
Dot Fe) 一 人 oo 
Ga) Fatt to) — falw). 
并 对 多 和 狗 来 讨论 这样 , 可 假设 9E2C 记 十 fo) (0)， 它 等 价 于 
.inf {fs(®) + fale)} =f1(0) +fa(0) =0. (4.2.7) 


需要 指出 ， 


0car(0) 二 ars(0). (4.2.8) 
Or =epiji={(%, o) ERXBRIf (es) a), {4.2.9) 
Osa—{(t, on) EEXRIfs (rz) < — 0}. (4.2.10) 
则 由 (dom79 门人 dom P) 关 好 , 方 . 广 都 是 真 凸 西 数 , 故 O4 os 都 是 
非 空 钙 侍 , 且 由 广 在 wo 上 连续 ,从 而 在 int(dom 记 ) 中 连 线 , 以 室 
由 命题 3.5.4 的 站，int C4=int(epif1) 关 人 B， 另 一 方面 , int Oz 
人 Ca 一 人 好， 否则 ,存在 (oa ao) 所 int (站 Ca 使 得 
itn) < —fs(a), 
以 至 
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0= inf{ fi(®) 十 户 (o) fr) Ff) <0. 
睛 (和 .2.7) 沁 盾 . 
这 洋 一 来 ， 我 们 可 运用 凸 集 分 元 定理 3.3.8 的 推论 工 从 而 
存在 ( 吗 ， 吗 ) 及"*x BB', 使 得 
os, TodB < Cn, 0 +odo, (4.2.11) 
YY B) EintO, Ys, al) E og, 
基 左 端的 8 可 任意 大 ,可 得 吃 志 0， 但 是 如 果 吃 =0， 则 由 于 
zoE (dom Jf) 了 (domfs) ,县 六 在 zxo 上 连续 , 故 
{eo, Filo) +8) EintOs, (wo, —folro)) E Os, 
让 至 由 (4.2,11), 有 
Cs, to> < Lad, wo, 
这 不 可 能 ， 因 此 ,03<<0., 
最 后 , 取 民 == 一 zj 史 ， 则 可 得 
ni, HB C0, m+ 
Ya B) EOs, Vw, w) EOs. 
特别 是 
一 < Tf) mt, 只 一 户 ()， 
YyEdomf, Yr Edomfs, 
取 %-0, 得 到 对 于 任何 
yEdomfs, f(D = — FO ol, yy, 
敢 碟 E811(0); 了 到 y 一 0, 得 到 对 于 任何 
2Edomfa, jalr) =fa(®) —fa(0) = — ws, ed, 
散 一 wiE8FoC0)。 这 样 ,0 E814(90) 60). 四 
注 1 条件“ 在 zo 上 连续 "不 能 去 挤 ， 下 面 是 一 个 反例 . 取 
元 一 五， ， 


0, 当 w<0; . 
f=il Yo=0 domfi~(-co,0], 
eo, 当 w>0, 


[136] 第 四 部 ” 叫 图 数 的 次 微分 运 捧 


十 se,， 当 z<0; 
i 当 w=0; domfs= [0, 00). 
0 尖 名 守 0。 
{0}, 3 20, 
Of1(%) =- 当 z 关 0 
当 zs<0; 
Bfa(®) — 当 =>0. 
得 
十 co， 于 
Cr 有 办 -3 0 
， 本 zF 0, 
BCf1+ fa) (2) -人 当 z 一 0. 
即 


OCfs + a) (0) F210) +07,00). 四 
注 2 如 果 利 用 定理 3.3.4, 则 可 得 
定理 有 .8.8” 设 玉 为 局 部 凸 空间 ， 记 ,fs 为 五 上 的 真 咒 函 
数 . 如 果 存 在 zoE donm 方 )m Cdomf5), 且 广 在 att(dom 记 ) 上 的 
限制 在 z。 上 连续 , fs 在 a 入 (domf9).] 的 限制 也 在 x。 上 连续 ， 则 
CFf1t fa) 2) 一 Br) 0f sm), YiET. 轿 
这 是 因为 这 样 对 应 的 O:.Os 满 足 TiCaz 休 ,ri Ca 网 , 且 
Cri0y) mri Oo = 
注 3 如 时 利用 组 性 空间 的 凸 祭 分 岗 定 理 , 或 者 说 考 左 线性 
空间 的 最 细 的 局 部 凸 拓扑 , 则 得 到 定理 4.2.3 的 代数 陈述 如 下 ; 
定理 和 .2.8” 设 于 为 线性 空间 . 广 、 记 为 革 上 的 三 丁 炒 数 ， 
如 果 (dom 了 iNndomfs 焉 (domfD)"N (domfs)" 汪 V, 那 么 
Of fa) (2) = Bf 2) af aw), YoER, 
这 里 的 次 微分 在 代数 对 偶 工 * 中 取信 . 者 
注 4 如 果 希 望 进一步 改进 定理 4.2.3， 则 可 考虑 集合 
= 人 一 Ca 一 fo 有 ) EX xBly=w ~ a, 
B=—m— os, fio So, Falr3) 挟 一 oj， 
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不 难 证 明 , 当 0E tdom 一 domfa)" 时 ,Cn 节省 从 而 定理 4.2.3” 
中 前 条 件 可 减弱 为 
VECldomf— domf a. 

类 似 的 拓扑 改进 ,可 利用 命题 3.5.3, 即 利用 真 同 函数 的 下 半 
连续 性 来 得 到 其 连续 性 ， 最 终结 果 如 下 : 

定理 9.2.8” 设 工 为 棋 形 空间 ， 户 , 户 为 筷 上 的 下 半 连 续 
真山 函数 .如 时 

Eini(dom fu— dom fa), {4.2.12) 
那么 
OC ft fa) {w) = fm) + Bae), YeC 是 

在 这 闻 后 半 部 分 讨论 次 微分 映射 作为 集 值 映射 的 一 些 人 性 夺 , 
首先 我 们 提出 拓扑 空间 中 的 集 值 映射 的 半 连 续 性 的 定义 ， 设 4、 
加 为 两 个 拓扑 空间 ，. 4 一 2* 为 4 到 B 的 乐 信 遇 射 ， 如 果 对 于 
4%E 4 有 下 列 性 质 : 对 于 任何 台 的 开 集 吕 二 F(x), 存在 4 的 开 集 
名 习 2) 使 得 对 于 任何 yEo, 有 五 (y) 忆 9, 那 妈 称 五 在 lw 上 上 说 过 
号 | 如 果 对 于 z€ 4， 有 有 下列 性 质 ， 对 于 任何 旦 的 开 集 避 满足 
NF) 天 JBY， 存 在 4 的 开 集 w3x， 使 得 对 于 任何 yEw， 有 
ND(W) 5, 屠 公 称 也 如 果 召 在 整个 室 间 4 
的 点 上 都 上 (下 ) 半 违 续 , 那 么 称 而 宕 本 上 上 上 (下 ) 半 韦 续 . 如 时 也 
在 5 上 上 既是 虐 半 连 续 的 也 是 下 半 过 续 的 , 风 称 也 在 < 上 入 丢人 金 
空间 上 连续 的 集 值 映射 也 类 似 定 义 . 
很 明显 ， 当 冯 为 单 值 映 射 时 ， 两 种 半 连 续 任 都 归结 为 通常 的 
竹 继 性 ， 但 在 集 值 映射 的 情形 ， 两 种 米 连 续 性 是 互 不 包含 的 ， 下 
甫 两 个 简单 例子 说 明了 这 一点 。 

鲍 1 设 A=B=E. 


ee 当 z#0 

DT { [1, 41], wo0. 

烈 如 是 用 工 的 上 半 连 续 映 射 ,但 在 2 一 0 不 是 下 举 连 续 竟 .。 量 
例 & 设 4 一 下 = 也 、 
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[一 也 十 站 ， 当 = 天 出 
a ey 
则 邓 是 及 上 的 下 半 轿 续 喘 射 , 但 在 =0 不 是 上 半 连 续 的 . 自 

还 应 注意 ,如 果 对 五 各 构造 它们 的 “直径 西数 了 到 一 外， 
9 BE 一 BB, 去 求 它们 潢 足 对 于 任何 wEBR， 有 7(z) 一 dP))， 
g(tv) 一 0KG(2)), 这 里 24) 一 max 1m 一 ys|, 那么 对 应 的 .9 恰 


好 在 w=0 是 数值 函数 注 义 下 的 上 .下 洲 连 续 画 数 ， 这 可 以 作为 集 
值 颈 射 的 两 种 半 和 连续 收 的 名 称 的 来 历 . 

定理 和 .8. 和 设 导 为 分 西 折 扑 线 性 空间 ， 且 "为 其 拓 站 对 个， 
了 为 下 上 的 真 凸 两 数 , 且 在 zo Edomf 上 连续 ， 那 么 8f; 之 >2™ 
在 om 上 对 于 福 * 的 e( 互 * 于)- 拓 扑 上 半 连 续 ， 

证 明 下 定理 3.5. 了 1 了 一定 在 mm 的 一 个 邻 域 避 中 连续 ， 从 
而 再 由 定理 4.1.3, 可 得 

Ya€EU, Of (wp) ~ {EX Cy, OE fC; h), YhETRY. 

不 礁 验 证 < 留 给 读者 作为 练习 ), 具 费 信 f(s 内 关于 z 是 上 半 连 续 
的 , 即 


lm S0D3+ f(y h) Sf Co, h), 
则 8 了 就 是 对 于 入 * 的 ol 下", 互 )- 哲 扑 的 上 六 过继 映射 而 
B47 Ca, hh) inf A (e+) ~/ Ce) 


在 “的 邻 域 口 中 是 一 族 连 续 丽 数 人 (jw 一 太一 了 (5))/ 旨 46 的 
下 确 界 , 故 它 一 定 是 上 半 连 续 的 . 目 
命题 4.8.5 设 了 为 分 离 拓扑 线性 空间 外 上 土 的 真 同 函数 ， 如 
果 了 的 次 微 秃 晓 冉 8f 在 zEdom (Bf) 上 对 于 拓扑 对 侦 三 "的 
oCZX", 下)- 拓 扑 下 半 和 连续 ,那么 了 在 荆 上 Gateaux 可 导 ， 目 
这 一 命题 是 由 于 次 微分 映射 有 单词 性 , 即 由 定义 (4.1. 右 可 得 
对 于 任何 或 ye 且 和 任何 人 YEBF(w) .yrEB] (WD, 有 
《oo y—2> f(y) -oj 
,EF 一 Fo)， 


从 而 


3 4.2 次 被 分 苞 性 质 [189] 


Vo VED, Yo EFCD), Vy EaF CW), 
< YO, 

用 五代 等 弛 ,如果 集 信 噶 射 了 ,及 > 27* 对 于 任何 w.yE 了 ,任何 
CC)， ER (CY) 满足 工 式 ， 那 么 至 秘 为 单调 映射 ， 命 题 
和 .2.5 是 下面 玛 一 般 的 命题 的 捧 论 . 

命题 4.2.6 设 总 为 分 离 拓扑 线性 空间 , 节 * 为 其 拓扑 对 偶 ， 
五 : 素 一 2 为 天 到 二 "的 单调 上 陕 射 ， 如 果 妨 在 Edom 克 一 
{vETIP) EB} 上 对 于 ol 卫 *， 节 )- 拓 扑 下 半 连 续 , 那 么 也 (2) 
是 单 点 集 . 


证 明 假设 媚 (o) 不 是 单 点 集 , 则 存在 央 、 夏 后 交 (o)， 台 天 3 


及 而 有 知 E 王 ,使得 
aia, to>—6>0. (4.2.18) 
考 莘 性 的 ol 卫 ", 节 )- 邻 域 
o> | 之 四 . (4.2.14) 
则 自 巴 了 在 w 下 半 连 续 , 存 在 % 的 邻 域 口 ,使 得 
YYyEU, Fly) No go. (4,2.10) 


取 %*>0 充分 小 ,使 得 gMroEV， 风 由 (4.2.14) 与 (4.2.1 国 , 存 
在 仍 EF(w+ 和 ro) 站 wwi 节 人 EF(v+Nv0)， 
[ie wo>l <5. (4,2.16) 
但 由 三 的 单调 性 ,有 
Wi, 3)jap 一 办 一 入 人 一 雹 wo 0, 
邵 
《 扩 一 时 > 党 0. (4.2.17) 
只 而 由 (4.2.16) 与 (4.2,17), 有 
《和 一 中 Voy = Ci ey — < oD < 5. 
这 与 (4.2 ,区 ) 矛 振 . 重 
次 微分 映射 实际 上 还 有 更 强 的 单调 性 ， 即 设 om， …，mmE 马 
EOF (48D) 妨 包 全 (mw); 闭 么 由 定义 (4,1. 辐 ,有 
oY, wa— mE fp) —f rr) 
ms, ma— Za oa) 一 os) 
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Cosy tu— MSV) 一 Co) 
西 此 ， 
《2 ， Fa 一 2 十 < 绽 ， 3 一 B27 十 《pi 一》 挟 由 

用 子 代 替 3, 则 对 于 任何 %, 从, m 潢 足 上 式 的 集 值 映射 了 F; 五 一 
2™ 称 为 篇 环 单调 睦 射 ， 下列 命 是 说明, 循环 单调 性 是 次 微分 映射 
的 本 质 特 性 

命题 4.2.7(Rockafellar) 设 {( 互 ， 成 分 为 对 个 系 .瑟瑟 一 
2 为 总 到 并 "的 集 值 映射 , 闭 么 存在 不 上 的 (oC 及 小-) 人 下 半 
连续 真 凸 油 数 f 卫 >RBRU {co} 满足 

YE ZX, Fl) CEOF (sg) (4,2.18) 

的 充 疲 条 件 为 户 是 循环 单调 贞 射 、 

证 明 ”必要 性 已 经 指出 ， 人 下 面 证 明 充 分 性 : 不 妨 设 dom 了 = 
{zw 了 (2) 关 人 0} 不 是 空 集 ， 对 于 任何 wEX, 令 

Jo) 一 gp s—a> + Lo, en 
— 2 Ca, m1 v0}, 
这 里 (zu zt 满足 
REF) C=0, 工 …，m)， 

且 zo 吧 Em zxo) 固 定 ,上 确 界 对 任何 对 (oo 2) 来 取 , 作为 连续 伪 
射 函 数 的 上 确 界 , f 亚 然 是 下 半 回 续 凸 函 散 ， 且 虫 下 的 循环 音调 
性 ,了 (zo) 一 0 了 不 了 一 co, 即 了 是 于 半 和 连续 真 目 函数， 我 们 指 岂 ， 
对 于 这 个 了 《4.2.18) 成 立 . 

设 5EZX, rEP(E); a<f(z)， 报 据 了 的 定义 , 可以 求 得 w 
对 点 (oz 0G 了，…, 满足 俐 EPCvD ($=I,…, n) 且 


0 
再 让 了 的 定义 ,又 有 
0) Pm", 2— Et Cs, 一 
YrET. 


共 而 
fo) PR, mato Yapf (Fs), VvE TE, 


4.3 法 应 加 别 印 向 锥 本 > 


因此 ， 
FD) ~ ER, to— FY, VIETR. 

即 2*EBFC2), 从 而 (4.2.18) 雄 亨 . 量 

注 ” 用 Zorn 引 班 容易 指出 ， 对 于 每 个 单调 映射 都 存在 包含 
( 症 图 浓 集 合 包 含 的 意义 下 ) 它 的 投 大 单调 映射 ,后首 是 指 不 存在 
真 包含 它 的 单调 映射 对 寺 每 个 循环 单 洞 映射 也 都 存在 包含 它 的 . 
粗大 销 环 单调 了 映射 ， 命 是 4.2.7 也 指出 : 如 果 了 了 是 航天 循环 单调 
映射 , 那么 它 一 定 是 下 半 和 连续 真 凸 函数 的 次 微分 这 个 命题 的 道 
旦 否 成 立 ,还 不 清楚 Rookafollar (Pacifis J. of Math. 33(1970)， 
309~216) 指 出 ， 当 也 是 Banach 空间 。 这 是 成 立 的 ， 甚至 还 指 
组 ,87 是 极 大 单调 有 射 . 轩 


$4.3 法 向 锥 和 切 向 锥 


在 前 盏 曾 提 出 了 法 向 锥 和 切身 锥 的 概念 . 本 节 将 对 它们 作 进 
一 步 讨论 . 
设 疼 为 拓扑 线性 空间 艾 中 的 吓 集 . Ba(e) 为 区 的 指标 着 数 ， 
当 zx 和 五 时 ， 
Nr(w) 一 066( 休 一 如 和 站 yO0, YY EER} 
称 为 到 在 * 的 法 向 锥 ， 当 互 为 有 限 维 并 把 对 但 积 5.，-.> 理 解 为 
7 数量 积 时 ,六 zke) 就 是 与 所 有 癌 量 
， gy 一 (gEK) 的 夹 角 不 小 于 /2 
的 向 量 全 体 ( 如 图 4.1). 
ee 法 向 锥 入 x (wm) 的 极 化 锥 Tx《x) 
Ene 称 为 的 在 上 的 切身 锥 , 即 
Dr(o) = {EFI sy<0, 
Yo ENE(e)}. 
尽管 对 于 了 闭 洱 锥 来 说 ， 上 式 中 <0 
图 .1 与 么 工 是 等 价 的 ,但 为 了 明确 起 见 ， 
各 们 用 “一 ”号 来 代 奉 极 化 记号 50”, 并 对 其 他 集合 也 照 此 处理, 这 
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T(z) = Nr). C4.3.1) 
酒 (5 了 下 分 为 对 偶 系 时 ,由 Banach 冯 极 化 定理 3.4.4, 也 有 
一 人 (一 C4.8.2) 
命题 和 .3.L 设 下 为 分 离 局 部 凸 空间 蕊 中 的 凸 集 ， 那么 
Tr(s)— HE). (4.3.3) 
证 明令 (4.3.39 有 端 为 了 (2). 于 了 T(z) 是 闭 凸 外 ， 故 由 
Banach 双 极 化 定理 人 (20) 一 了 (ow). 我 们 完 证 明 让 ro C 了 2) . 
由 入 Eg(2) 也 是 Co (下 *,， 卫 ) 站 闭 凸 锥 ， 它 等 价 于 了 Cw) -Nile), 
事实 上 ， 当 2zE 天 时 ， 有 ?9 一 zET(o) 从 而 当 w*ETP(5)- 
时 ,有 4 他 一 人 gg 一 从 所 对 所 有 2 GE 到 成 立 , 即 玫 Emrko)。 
这 样 ,T Ge) "CEkw) ,从 而 NkCe) 7 世 革 (8). 
簿 证 明了 (wm) CNEtr9-， 事实 上 ,如 果 yET(%), 那么 存在 定 
向 族 众 o} ,ho>0，{ea} 吐 长 , 侠 得 
y= lmao). 
而 对 于 任何 罗 ENstz) ,有 
Ya 0°, lafaa 一 0)><0. 
两 端 取 极限 ， 即 得 <"， 办 和 0 对 于 任何 必 生 War(o) 成 立 ， 因 此 
YE 站 ro 即 全 (2 天 No ， 这 就 证 明了 
Pa) 一 xz) 一 PPe(e). 站 
命题 4.8. 江 说 明了 切身 稀 人 ck 即 为 把 原 点 移 到 宇 后 ， 时 到 
所 生成 的 闲 上 是 锥 ， 在 一 维 情形 ,可 把 它 设想 为 是 一 个 能 紧 折 在 天 
上 的 帐 答 ”《 包 括 内 部 )、 当下 在 z 是 “党 滑 * 的 , 这 个 * 帐 竹 " 就 张 
平 为 一 个 切 平 面 ,这 时 ,了 T 了 x(x%) 则 是 由 这 个 切 平 面 决定 的 半空 间 . 
命题 4.3.23 设 太 1、 Ka 为 分 离 局 部 凸 空间 于 中 的 两 个 同 祭 - 
那么 有 
站 如 果 2EKiCEKES 于 么 Tir) EP), Nos) CN (ew). 
过) 如 果 抽 所 及 1 ws 全 其, 那么 
Tam t+ te) — Tr la) + Tr Ca), 


8 4.3” 渗 向 锥 和 切 向 钙 [143] 


Nutr va) = NEw) NN Nl). 

证 ) 如 果 wEKiN 玉 smiRiN Rs 或 TiKsNTiKs* 放 , 那 即 
Tr nt) 一 人 ee) NN Trle), 
Nr.nmtt) — Nm) + Nie), 

证 明 由 由 (4.8.3) 和 {4.3.3) 即 得 . 

革 ) 出 (4,3.3)， 
Tam (a) 一 Lj ey] 
= RR wo) +AE sw) 
CU Un 


= Lr) FTEs). 
反之 ,由 区 ;下 s。 是 曲 集 ,2 EK zoE Ks, 易 证 
CEs 2) + AC Ks ws) = MCKIE ) 


从 而 


i ME:— wD 十 局 NE。 —e) 局 ME Em rs), 
即 
Tu) + Tr (wD) CTE, nmi ws), 
从 而 由 Dyn (my 二 we) 是 闭 凸 难耐 得 到 
Tem) TER) CSTE Vt va), 
田 一 方面 , 考 虚 浏 避 E 下 ,和 zs 所 下 2 有 
再 十) 三 | 4 一 一 0 
YYyERK1 +R 
= {2" ER Cs", try + eo", 
Ya tO VER VyaE Kg} 
— {EX" Ie, yo 0, 
YE ER N {eo ER [an 
Ya— Xa EO, Vy ERKsY 
一 人 Ko 人 到 (ea 
ii 利用 Moreau-Rockafellar 定理 4.2.3 及 其 变形 以 及 


[144] 各 有 = 环 ， 西 著 数 的 沈 微 分 运算 


Sxtz) 在 “上 有 限 连续 等 价 了 于 wwEintK 等 ,区 由 命题 条 件 可 得 
Nyan le) = O60m nx (2) = OOF,(%) + Ore)) 
—O85,(2) + Or (8) — NE, 2) Tt Ns, Cp), 
前 省 则 由 (4.8. 了 D 利 用 工 浇 和 类 似 训 中 的 讨论 可 得 到 量 
注 1 设 @ Cs 为 闭 凸 能 。 那么 可 以 证 明 〈 贸 给 读者 作为 练 
习 ); 


(ON -= Os PFO, (ON OTN Os. (4.3.4) 

利用 这 八 的 关系 ,可 使 1).iii) 的 证 肖 略 为 简化 . 

注 8 利用 Moreau-Roolkafallaz 定型 4.2,3 前 政 进 ， 也 可 改 
进 1i)。 和 例如 , 设 互 为 福 形 空间 , E14、 下 为 办 同 集 , 0E intCKi 一 
五 ， 则 对 应 的 关系 式 仍 成 立 ， 目 

形 为 (4.8. 多 的 关系 式 有 很 多 应 用 .首先 有 

命题 4.3.3 设 玉 o， 尺 !,,…， 区 ,为 分 离 局 部 凸 空间 互 中 的 
% 十 工 个 凸 锥 ,县 

KoNint Kafl* Nint K, 


或 riKoN riR NN riK, FY. (4.3.5) 
那么 
(六,) =- 家 三 (4.3.0) 


证 明 不 妨 设 0E KG 一 0, 1 …, 习 ， 册 
Kr = {a EX" lo, 内包 0 YoE RY) 
06x,(0), 
于 是 (4.8.6) 等 价 于 
58 一 [六 80))- 六 sr). 


”命题 归结 为 用 (4.3. 四 验证 Moreau-Rockafeliar 定理 4.2.3 的 条 
件 成 立 ， 目 

定理 生 .8. 和 CI760pHmB 冯 -MomsE) 设 臣 0, 天 4:，…， 吾 ,为 
分 离 局 部 凸 空间 芝 中 的 十 个 非 空 中 惟 .， 如 果 


(Nini gg, (4.8.7) 


那么 
EN (NY mK) (4.8.8)} 
| 
的 完 要 条 件 为 存在 
ERr (8 一 9 4, 2, 0 
使 得 
< >0, WyE intK, (4.8.9) 
且 
0. (4.3.10) 


证 明 ”如果 (4.3.8) 成 立 ， 那 么 由 (4.3.7) 和 丁 集 分 商定 理 
2.8 的 推论 世 存 在 连续 线 穆 下 式 垃 二 0, 全 得 


ai wn, yg YEE Ro YYE mt EE 


不 妨 设 0EKo, 则 (4.3. 允 成 立 , 旦 一 3E{ 门 jab 到) ， 由 命题 
4.3.3, 存 在 信人 KrGEC=1,，，…, nm) ,使 得 

eb 
即 (4.3.10) 成 立 ， 克 EK5 可 由 Ko 是 内 能 而 导 得 、 

反之 , 如 果 存 在 必 €E 及 F (人 一 0 二 3 风 ， 使 得 (4.8.9)、 

(4,3.10) 成 立 ,但 又 存在 moE 天 on (站 int 到 中 ,那么 有 

Cob, so-<0, 

= ro, 


导致 子 后 ， 目 
注 把 人 .3.7)、(4.3.8) 代 和 玲 为 
ri Ro, Tiki (4.8.7) 
i=, (4.3,8)" 


则 定理 仍 成 立 . 目 


[445 宫 上 册 前 其 的 灾 铬 分 运 贰 


和 


定理 4.3.4 有 时 包 称 为 串 锥 分 离 定 理 , 它 在 变 分 学 、 规 划 论 、 
度 优 控制 等 多 方面 都 有 记 用 ， 在 下 节 我 们 要 指出 它 在 是 规划 理论 
中 欧 应 用 . 

在 本 节 最 后 ,我 们 工 出 一 个 非常 有 用 的 结果 如 下 , 

定理 .8.5 设 9 为 分 离 局 部 廿 空间 互 上 的 真 严 画 数 , 且 存 
在 习 E 王 ,满足 go 到 0 


KE- {EXIg() <0), C4.8.17) 
那么 , 当 9 在 s“ 上 连续 时 ,有 
LJ09 (nD, Bg) = 
B61(2) = | {0}, Gy) < {4.3.12) 
史 ， 当 go >0. 


-证 明 当 g(w)>0 时 ,6z(z) 一 +co, 故 的 x C2) 一 多: 当 g(2) 
0 时 , 则 mEint(dom3g), 故 86x(3) 一 {0}， 当 9(2) 一 0 时 ,如 果 
"EBylz); 则 

C0, Ym EI C0) = 9), VYER, 

从 而 由 (4.8.11)， 

Cm, YE0, VYER, Ye Eg (2). 

六 此 ， 

Pra) = NE) Og)). 

这 里 对 8 人 的 “一 ” 导 , 正如 前 面 所 说 的 ,与 对 凸 锥 的 “一 ” 导 意 义 
一 祥 . 

现在 我 们 指出 (B69 (0))"CTr(w)、 设 ECB9(w))-。 那么 
《0 hEO, Yo Eog(m), 

内 而 由 {4.1.7), 有 
S09(mh) = gmp, 2", YO, 

田 一 廊 面 ,由 gzay<0 可 得 
S19(o rt) ge) 90) 0, 

从 而 对 于 任何 = (一 入 (ei 一 2 十 Ah, 入 E80, 1), 有 

B79(m: 8) EAL NMGrgln ma— m0) + hg h) <0, 


§4.3 尘 调 能 和 萎 谭 维 [147] 


即 
lim 2 +) 一 8 inf gt th) 0. 


fp 0 
为 此 ,对 充分 小 的 t>0, 有 3 十 起 天 0， 避 至 ， 
aE FE-) CTr(o). 

由 Ts(o) 是 闭 凸 锥 , 故 4 一 im 护 ETro)。 


最 后 还 需 指出 ， 
B6z(o) 一 Tao 一 Pr -一 (8g( 人 人) 一 一 jg 


首先 出 Banaeh 双 极 化 定理 8.4.4, 易 证 

(goD) 一 Cg Cj. 
这 里 六 包 对 ef"， 忆 )- 拓 扑 来 芭 ， 因 此 ,只 需 指 出 (8g(z))-- 己 
局 ago)， 设 *E (8g(w)) 一 则 存在 定向 族人 sj， 和 ae>0，{o 尘 安 


9(9) ,使 得 码 一 ln、 我 们 指出 俯 o} 有 界 ， 事 实 上 ,如果 {a3 


无 办 ,不 妨 设 ja 一 十 22， 则 由 于 .gla 4 一 2 一 一 8<0, 有 
0, 一 一 Yo Eg(r), 


从 面 

Man m1 hed, Ye. 
丙 端 取 极 限 得 《s,m 一 悄 专 一 oo, 这 不 可 能 ， 这 样 , 存在 常数 o> 
0, 和 使 得 {oa} CC (Mag (om), 由 定理 4.1.3 的 推论 3 


=0 | 1 
网 eg) ol 997) 


是 o《 于 ”于 )- 紧 凸 集 , 歼 
at 9 ba S39) 。 


| 


注 工 当 g(lw) 0 时 ,条 件 “ 容 在 SE 满足 go <<07 等 价 
.于 “9 不 在 * 达到 最 小 值 ” 即 “ 尼 2g(o 
注 2 当 gkw) 一 0, 且 在 = ca two 


[148] 第 四 章 ” 本 函数 的 次 微分 运算 


从 而 当 Vg(%) #0 时， 

Nrlw) = Or(m) = {2 EX Iw iV gs), A>0}, 

Trls) ~— HEX [CIg), 和 二 全 
这 时 ,法 向 能 退化 为 法 向 量 , 而 切 向 难 退 化 为 切 半空 间 ， 其 边界 为 
“各 流 形 ”{w€ 及 jg(w) 一 人 0 在 点 z 的 * 切 空间 ?” 

| 
注 8 ” 当 g9 为 仿 射 函数 g(w) =<od，a》 一 & 时 ，Bg(w) 一 fo 和 

从 而 


Na(D) = {0 ER smh, A>0), 
Trt@)— {ER EO = EK-w. 目 


4$4.4 凸 规划 问题 上 的 应 用 


在 这 一 节 中 先 利 刚 次 微分 运算 来 讨论 前 面 已 经 讨论 过 的 凸 规 
划 癌 题 ( 多 ) 即 


fz) 一 Inin， 
a RP) E01 
而 (全 一 0， 了 一 了 ,9. 
首先 我 们 有 下 列 结果 : 

定 更 4.4.1C8zits John 条 件 ) 没 fh，…，ygs 是 拓扑 线性 
空间 下 上 的 真 上 函数 , 嫩 ,'…, 加 为 全 上 的 连续 仿 射 画 数 , 户 
gr 名 都 在 多. 上 有 限 且 连 续 ,%(6) = (hi 人，…, jl 和) 二 
0, 那么 双 是 问题 5 多) 的 解 的 充分 必要 条 件 为 存在 >>0, 知 ，…， 
各 0, 上 不 全 为 堆 , 以 及 应 ，…, 记忆 及 ,使 得 


0cjoaj 的 十 以 fag 的 二 局 站 全 ， (4.4.D 
和 gt(2 =0 G1, Pp), (4.4. 盈 
证 明 人 先 假设 4= (hs, …， ho)， 玉 > BB 是 满 射 ， 这 时 因为 
六 …， 的 都 在 入 上 有 限 连 续 , 故 


8E (domf)'N (站 Gom on 小 


时 生 和 手 贞 规划 问题 上 的 应 用 [149] 


同时 由 (38) =0 以 及 态 是 仿 射 满 射 ,可 得 
0 一 pf3) [Maomr Nn (( aomg:))]. 


与 前 面 一 拌 ,问题 (98) 有 解 名 等 价 3 
{2 = rex {Ff 0) 1), g,(1) 0, 


Vo hw) = Cp), oe, Balz)) =0. 


d 


因为 
0€ [Maomy n (个 9om 中 jj- Bdom FYIS, 
故 由 定 著 2.5.1, 上 式 成 立 的 充分 必要 条 件 为 存在 «>0, 入 …， 
有 EB, 使 得 | 
aF(w) + 汶 {wm) 0, Ys Edom Pr, 
但 由 于 «0, 上 式 等 价 干 
a Fs) + he) >0, YeE TZ. 
上 式 章 味 着 a (2) 上 局 fh() 在 4E 工 上 术 到 最 小 值 0, 族 其 党 
要 条 件 为 
ocalaP+ 罗 Pm) 
dol 
一 8 人 (BT+ 宫 六 air 人 人， 


后 式 不 利用 Moreau-Rockafellar 定理 4.2.3 也 可 得 到 (命题 
44.2. 工 .i 让 ))， 出 定理 4,2.2， 
BF ($) —e0{af (5), (Og.(2)}, 
这 里 了 (人 一 入 |g:{3) 一 信 。 于 是 存在 
oO M0, VEET(S); 


NO YiFT(D); Dhl, 


使 得 
occ[oarG 二 加 han] + 居 2au 人 的 ， 


t450] 第 四 章 “” 钙 函 教 的 次 微分 运算 


到 知 a3o, 和 一 At 全 -区划 人 4 和, 芒 、(4.4 对 成 立 . 

如 果 五 瑟 -， R? 不 是 满 射 , 那 女 可 取 Ai( 互 ) (关内 做 逢 也 "来 
作 同 样 的 讨论 . 目 

定理 4.4.2(Kohn-Tucker 条 件 ) ”在 定 塌 4.4.1 的 条 件 下 ， 
如 采 存 在 mmE 工 ,使 得 下 列 中 aer 条 件 成 立 ， 

(CACOD ASAE OC 
那么 (4.4. 卫 中 的 知 =1， 即 这 时 问题 (多 ) 有 解 为 去 的 充 要 条 件 为 
存在 名 ，…， 知 0 六， …， 库 E 及 ,使 得 

0€87(2) + Nm) + 总 20% (4.4.3) 
hg =0 Gi, p). {4.4.2) 

证 明 只 需 证 明 必 要 性 , 如 果 各 一 0 那么 由 (4.4.1)， 

0eS hn + eb). 


这 说 明 宫 和 gs( 允 + 容 fohs( 吕 在 2 一 总 上 有 了 腿 小 值 为 零 ， 但 知 ,… 
各 不 全 为 零 , 故 它 与 条 件 (8) 矛 庆生 

比较 一 下 定理 4.4.1.4.4.3 与 定理 2.5,2.2.5.8 的 区 别 是 很 
有 意思 的 ， 我 们 增加 的 条 件 是 /4 等 都 在 上 连续 , 且 记 (2) 一 0， 
换 来 的 却 是 (2,5.6) 对 所 有 z= 都 成 立 ， 这样 的 条 件 也 取 伐 了 原来 
的 条 件 C9) 这 . 当 扩 名 等 不 取 十 co 时 ,定理 44,4.1.4.4. 员 也 珂 由 
-定理 2.6.2, 2.5.3 和 Moreau-Rockafellar 定理 4.2.3 得 到 ， 例 
如 ,由 定理 3.5.8 可 得 

0ea(f+ 访 gi BA) 8. 

再 由 Moreau Rookafellar 定理 4,2.3 即 得 (4.4.8). 

由 于 定理 4.4.2 的 重要 性 ， 我 们 再 在 下 为 分 离 局 部 号 空间 
时 ,给 出 它 的 两 个 直接 证 明 ， 一 个 种 用 Moreau_Roekafellar 定理 
4.3,3, 另 一 个 利用 Ay6opEnEni-Manmrgs 定理 4.3.4. 出 此 也 可 


看 出 这 两 条 定理 揭 作 用 .两 个 证 明 都 是 只 证 明 必 要 性 ， 
用 天 0reau-Rockafellar 定理 4.2.3 证 明定 理 要. 全. 加 令 


8d4.4 凸 如 划 问题 上 的 应 用 [151] 


Gi {mEX lg 0 G1, ,Pp), 
Gm{oEX| may gi(o) «0. 
那么 问题 ( 声 ) 有 解 么 等 价 于 
| Pe) = (0) —f 2 Ba (8) >0; 
Vw EE) = Cha em), 7 Ral)) 一 站， 
同 定理 4.4.1 的 证 明 一 痒 ， 它 等 价 于 存在 wc>0， 疡 ，…， PE 也 ， 
使 得 ， 
0€08 Fs) + Pak(é), 
这 里 不 妨 取 a 一 t。 另 一 方面 , 和 Edaom ndom so, 且 了 在 上 迷 
急 , 故 由 Moreau-Roskafollar 定理 ,有 
OF.(£) =2f (£2) + B00(2), 
从 而 , 
0E87 (2) 056) 二 + 加 By) 。 (4,4,4) 
由 条 件 4S) 和 定理 于 .3.5. 有 


本 28 max gi (2), 当 max ge(3$) =—0, 
542) -| Ep I (4.4.5) 
{0}, 当 mas g:(%) <0. 


再 出 定 理 4.2.3, 有 
Bmaxg (一 co () Bg). (4.4.6) 
tap ER 


从 而 由 (4.4.4) ~(4.4.6)， 又 存在 为 ，…, 知 汪 0， 使 得 (4.4.3)、 
《4.4. 匀 成 立 ， 

注 这 个 证 明 的 好 处 之 一 , 在 于 没有 条 件 (S) 时 ,我 们 得 到 了 
一 个 新 的 充 要 条 件 (4.4.4); 好 处 之 二 ， 在 于 我 们 没有 利用 条 件 
(5) 中 的 加 (zo) =0, 即 条 和 件 人 (6) 实际 上 可 以 减弱 ,下 

用 几 Y608M48Aii-Wnioran 定理 于 3.4 证 明定 理 4.4.3 

为 简单 起 见 , 要 求 条 忻 {8) 中 的 mo 为 砚 ，…，g8 的 连续 点 ,不 
护 角 定 名 一 0. 且 0 生 af(0) 《否则 ,定理 得 证 )， 令 

下 一 让 ED < 下 -可 


[1#2] 第 四 冰 西 卫 数 的 次 微分 运 舞 

G= {EFI 9 0), = IG 人 = 十 下， 

H-{EXI(s) 一 0 f=1, .…, WD. 
郑 么 ,BF 多， …,， 外， 瓦 都 是 凸 锻 ， 且 由 于 了 在 0 上 连续 , 而 0 又 
不 是 了 前 最 小 值 点 ， 帮 存在 0 的 邻 域 事 cintaomy 以 及 ED, 使 
得 Fa) <f(0)， 但 由 定 琛 3.5.1 将 也 在 > 上 连续 , 由 此 可 见 ， 

$int FCint F 
田 一 方面 ,条 件 C9) 又 说 明 
mErnHN (全 intG)e riHN 个 nt) 


即 
二 二 nf int Gh )*¥ i. 


但 FN 到 (站 G9; ) 一 2， 再 网, 将 存在 EK, 和 o， 和 cr 


72>0, 满足 
2]Mo SO, GB ED Gl, Pp), 
有 (多 一 0 (f=1, -, 9). 

令 2 mazh, 则 有 


G9/( 生 : 之)<(- 加 )f00) 
+ f/m) < 70)， 
8 一 多- 全， 主 )< 人 -将 ) 9 (0) 


i g(a/M EO (G1, .0, P), 


/DD + 于 ) CO) 0 


(Fo, OD), 
与 # 一 0 为 解 相 矛 拓 、 这 样 由 定理 4.3.4 注 可 得 ， 存 在 光 E 防 -， 
0 EO GG=1 rp), 咯 E 五 ,使 得 


p 
2 十 避 人 ,十 壤 一 0 (4.4.7) 


$4.4 凸现 和 包间 题 上 的 应 用 {£153] 


此 外 ,由 定理 生 ,3.5 易 证 ， 
PF- = (BO), 


ww = 
ge | HO 900 Ci 
{0}, 当 (0) <0 
H-= Ly) Bn(0). 
于 二 


这 样 由 (4.4.7) 可 得 (4.4.3).(4.4.2). 国 

法 ”这 一 延明 在 这 里 辣 义 不 大 ， 但 类 似 的 证 明 也 活用 于 非 西 
的 光滑 函数 的 局 部 极 值 问题 ， 那 时 就 能 显示 出 这 一 凸 锥 分 离 定理 
网 作用 ， 和 四 

下 面 讨 论 上 帅 规划 问题 (多 ) 的 援 动 问题 ， 即 当 约 束 条 件 有 变化 
时 对 (多 ) 的 影响 问题 ， 设 a (eD E 卫 "5 一 (09 及 "， 我 们 考虑 
下 烈 问题 ， 


| ~> min, 
(Do) 1 TE a0 Hl, Pp); 
{cy + uo (j=1, + 9), 
这 时 ， 问 题 (P53) 的 值 广 = (a, 想 可 以 看 作 BrxBr 上 的 (4, 本) 
的 函数 . 
命题 生生 .3 设 了 ,J …, 名 为 线性 空间 互 上 的 凸 函 吾 , 加 ， 
为 下 上 的 仿 射 芳 数 . 严 玉 (ec， 人 为 问题 ( 殉 人 的 值 ， 亚 么 
玉 是 了 exXxBl "上 的 凸 函数 。 
证 明 设 domF ={(sg, 5) EBR?x 有 BF(a, 芒 委 十 coj.， 在 此 
只 需 证 明 玉 在 domV 中 满足 凸 性 不 等 式 . 设 《@, Bs)， (oa 62) EE 
-omF ,有 旦 VC, 0 了 (aa 天 一 ceo， 那么, 对 于 任何 e>0, 存 
在 9asE 王 ,使得 
fen) EV Cs, b1) + es 
Bo) 一 吓人 一 PD); 
hm) = — (j=1,., 9)s 
Ff (25) <V (ma, Ba) + es 
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sD) 1, PD); 
Han = — (j=1, *, 9). 
由 于 了 .9 等 是 此 函数 , 记 等 是 念 射 函数 , 故 对 于 任何 EL0, 了 ,有 
FLINT Na) EL— Mfr) + hf Ds) 
CMV 6) 4AV (Gs, 3) + 8; 
gL— Det hv eT — Mg) + hg (xs) 
Ma GG=1, ,p+ 
ho— Det hg = (1— Nm) -Tsfea) 
= MHA (f=1, 的。 
因此 , 疆 一 入 z+ xs 满足 约束 条件 ,从 而 i 
PIL— Warthes, (mb Aba Et — Ne hws) 
LOVe, 0) 4A Cay, Da) + 2, 
用 8>0 任 意 , 即 得 太 药 古 性 不 等 式 ， 当 了 了 (er 8 或 (aa 62) 一 
一 吕 时 ,可 用 一 % 来 代 兰 上 面 的 六 (es, 5) +e 或 (qs, bg) 十 6, 这 
里 % 为 任意 自然 数 , 仍 能 得 到 六 的 凸 性 不 等 式 . 目 
命题 4.4.4 设 问题 (Ga 的 Lagrange 彝 子 存在 , 且 
{hh, IERY x BR 
为 (6,3) 欧 Lagrange 乘 子 的 全 体 ， 那 么 太太 (mw 本 是 Px 及 
上 的 实 凸 函数 , 它 在 (有 玖 上 次 可 微 , 且 
27 (6, {和 向 1 
证 明 (% 向 是 问题 (ps 条 的 Lagrange 果子 意味 着 
VO inf {fo) + Ch, gn) + D+ Ch, hw) + 6} 
—inf {fo) Th, go)>+ Cp, bw)»} 
+ B+ <p, by, 
由 于 和 EB*, 可 得 
VE Di inf {ff() ,oh, 5} 


neRrbc Re 
UCI EG ,ACE FD =O 


十 信人 的 上 < 办 


2.5 四 白 翰 的 一 站 对 偶 理 论 [155] 


-DO 
本寺 首 一作 
二 人 及 + 仙 办 
= {Ye, DD) ~, ep, 9} 


CED)E Rox Ra 


+ OD +b, By. 


因此 ， 
AC 
Y(a， DER?xB' 

从 而 Va, 站 一 00, 目 ( 伟 认 E97 (6, 冶 ，, 

反之 ， 由 上 道 推 也 可 得 到 (四 中 前 每 一 元 素 都 是 (Ge.9) 的 
工 agrange 蒋 子 、 目 

推论 ”如 果 问 题 ( 们 4 让 有 唯一 的 Lagrange 乘 于 (% 向， 那么 
本 在 (, 及 上 Gateaux 可 导 , 即 
Hm 卫 (2 二 如 ， 0) Ph, 他 CN Af), Ca, 5 


to 
一 人 oath, b>. - 

注 1 命题 4.4.4 及 其 推论 对 823.6 中 的 Lagreange 乘 子 的 
经 济 解 妓 又 作 了 进一步 说 明 。 例 如,“ 最 优 利率 六 (更 一 般 的 是 “ 影 
子 价格 站 实际 上 就 是 总 收益 关于 资金 总 量 ( 或 某 物资 总 量 ) 的 变化 
率 ， 这 也 就 是 说 ,在 一 定 条 件 下 , 计划 部 门 如 果 能 够 掌握 总 收益 关 
于 总 资金 (或 物资 ) 总 量 的 变化 情况 ， 它 就 可 以 变 集 中 决策 为 分 散 
决策 ， 这 个 结论 显然 是 有 重要 的 实际 意义 的 . 目 

注 2 与 以 前 一 样 ， 命 题 4.4.3. 4.4.4 也 可 推广 到 学 限 维 情 
形 。 光 其 是 对 于 等 式 约束 ,这 种 推广 是 直截了当 的 ， 曙 


$4.5 凸 规 划 的 一 般 对 偶 理 论 


我 们 在 前 面 讨论 带 等 式 约 束 和 不 等 式 约 束 的 晤 规划 问题 时 ， 
是 通过 引入 Lagrange 函数 来 得 到 Lagrange 乘 子 和 对 侦 规 划 问 
是 的 ,由 此 得 到 的 对 偶 问 题 在 形式 上 并 不 很 对 称 , 现在 要 提出 在 形 
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式 上 证 为 对 称 的 -一 般 对 偶 理 论 ， 沟 此 , 完 回顾 一 下 原来 的 讨论 ， 
设 f， hn，…, 9s 为 人 上 的 真是 函数 。 对 于 下 列 问 题 ( 为 简单 
起 见 ,我 们 咯 去 等 式 约束 ): 
fx) -> min, 

2 

‘ [102 GG=1 从， 
共 Lagrange 函数 为 

Lo, 为 -DA > f lo) + hge). 

于 是 (多 ) 等 价 于 


sup Llr, MW)~> min, 
oo Xe 
wT. 
其 对 妈 问 题 为 
inf Llr, > max, 
(P+) | 肥 
和 和 及 下 
为 了 使 形式 更 对 称 , 我 们 定 文 
字 _ fi, HBAERS: 
en 当 奈 双 


网 (加)、( 乡 ) 将 等 价 王 
| sup Plw, MW min, 
(PY Em 


省 后 写 ， 


(多 ) E 
和 所 到 六 
由 此 自然 会 想到 , 更 一 艇 的 对 侦 此 规划 问题 应 该 有 下 列 灌 式 ， 


fe, MW-—> max, 
6 


sup Lr, y)— min, 
四 | 2 
wT 
(0%y | 受 Ll®, 一 max 
ET. 
这 时 了 * 为 男 一 个 (拓扑 ) 线 性 空间 了 的 对 偶 空间 . 


号.5 凸 规 划 的 一 般 对 个 理论 L1871 


五 Xx BU {co} 
为 某 个 一 般 的 “Lagrange 西数 ”， 
另 一 方面 ， SR 卫 避 ,的 ) 又 恢 人 想起 共 斩 孜 数 , 即 它 可 以 表 为 
SR 了 的) 一 内 一 (全 的 io- 
这 样 , 当 一 卫 (e, 久 ) 关 于 绑 是 下 半 连 续 贞 而 数 时 , 令 
Fw, WD sop Ky, w+ Lm, y°)}, 4.5.1) 
那么 就 有 (多) 等 价 于 
Fle, 0)—> min, 
oer 
同时 ,又 有 
inf Ls, y= —sup{— Le, y)} 


——sup {Ce", 2 — Lg, y) taro, 1 


但 由 (4.5.,1) 又 有 
—L(w, 9) 一 SB WP (ws, WD)}. 
因此 ， 
人 
一 加 (oo 多] je 
一 一 名 和 sp 上 0 y> 
—F(, Y)}aeo 
一 一 至 (Co gj |eso= — FP"(0, gy), 
从 而 (2B”) 等 份 于 


人 一 五 0 的 一 maxi 
人 oem 
为 了 使 讨论 的 结果 有 更 多 的 应 用 ， 我 们 提出 下 列 更 一 般 的 问 
题 ; 设 时、 了 为 两 个 分 离 局 部 凸 空间 , 瑟 " 了 “分 别 是 它们 的 拖 扑 
对 偶 . 屯 ， 互 X 开 一 且 U{t 士 co} 为 全 x 了 上 的 西数 (不 一 定 瑟 )， 
好 XY > 也 U{ 二 ceoj 为 其 共 才 函数 , 即 
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FC, 的) 和 Se ty 9 Pl, }. 
4， 半 一 了 为 苹 到 了 的 线性 映射 ,A 了 "一 下 * 为 4 的 共 思 觅 
射 , 好 它 满足 
《4 人 一 人 AvY, YIER, Vy ET. 
那么 极 值 问题 
(CD min, 
业 区 下 
的 对 偶 问 题 是 指 
cz 


而 其 二 次 对 销 问 题 是 指 
Err, An) -> min, 


人 {se 五 . 
当 玉 为 下 XY 上 的 下 淮 连 绪 真 是 话 数 时 , (多) 与 (外 ) 完 全 一 致 . 
在 一 般 情况 下 , (“也 可 称 为 (多 ) 的 闭 廿 扩张 ， 
命题 .5.1 Inf Flr, As)> gup {PA Yo)}, 


P(A, 的) 一 ma 
EY 


(4.5.9) 
证 明 事实 上 ,由 Young 不 等 式 ,得 
Pls, A TFC A PLA", 2 +", Av> 
=<—, A + Am>=0., 
因此 ， 
inf inf {8 (om, An) (Ary, go)} 


—inf Fs, Mm) sup {— PF"(— Ay, yO) YD0, 
妈 (4.5.22) 碟 次 ,上 
这 样 一 米 , 如果 存 在 六 满足 
— A, inf Pls, Ar), (4.5.8) 
郑 么 由 (4.5. 办 可 知 , 煞 一 定 是 对 侦 问 题 (多 的 解 ， 满足 (4.5.3) 
的 久 称 为 问题 (多 ) 的 Lagrange 来 子 ， 联系 前 面 的 讨论 可 知 , 这 


$44.5 广 挤 划 风 一 般 对 倘 理 论 [159] 


一 名 称 是 合理 的 .而 样 ,也 可 引入 问题 (多) 前 Fagrange 西数 ， 但 
在 引入 Tagrange 本 数 以 前 , 先 讨 论 一 些 其 他 结果 . 

命题 4.5.2 设 了 下 Xx 了 一 民 U1{ 土 0o} 业 真 是 也 数 ， 那 从 
是 C 沁 ) 的 解 ,分 是 CF) 的 Lagrange 乘 子 的 充 要 条 件 为 


(4, 六) E3 (3, A4 人 0. (4.5.4) 
如 内 五 是 下 半 连 线 真 凸 丽 数 , 那么 (4.5. 句 还 等 价 于 
(5, AZY EAP C— A", HF). (4.5.D 


证 明 ”由 定理 和 4.1.3，(4.5.4) 等 虱 丁 
FB, AZY -TO AY, $") 
=<— AA, +, AGY =0. 
(4.5.), 它 也 等 价 于 
FOE, AZ) = — A) inf Flo, Az) 


. 一 四 (一 有 《一 由 入) 
当 吾 下 半 连 续 时 ,由 定理 十 工 .3，(〈4 5. 和 4 等 价 于 (4.5. 肋 ， 量 
(5. 纪 称 为 问题 ( 宛 ) 的 uler 一 Lagrange 方程 .这 个 各 称 
深 自 变 分 学 ， 我 们 在 以 后 要 明确 撒 出 , 它 就 是 变 分 学 中 的 同一 方 
程 对 凸 函 数 情 形 的 推广 . 
定理 生 . 呈 .3 设 五 : 瑟 x 一 及 U{ 土 co 为 真是 画 数 .六 下 
了 一 了 定义 为 
hlw, YW) = Av—y, Vlr, ERXY, 
如 果 问 题 《 多 ) 的 值 六 ~ 吉 六 (wm,。Az) 有 限 ， 
OE€int{hldom FY}}, {4.5.0 
且 对 于 满足 记 二 (9) 天 四 的 集合 GCdom 下 ， 五 在 中 上 有 界 , 那 
人 女 ( 受 ) 的 Lagrange 乘 子 存在 - 
证 明 说 下 一 io dz)、， 由 候 设 太夫 土 co， 于 是 有 
人 YW) ->0, 
Ye ;hls Y) — Av—y =0. 
根据 定理 2.65.1, 条 件 (4,5.6) 可 导 得 存在 六 上 的 线 福 形式 他, 使 
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税 

Ply, WD—V+, As—WE0, Vr, WERXT. 

(4.5.7) 
由 此 也 可 得 到 
,AvP WP, Yh, WEG. 

由 五 在 从 由 上 有 界 , 和 KG) 的 内 部 非 空 ,可 得 一 计 在 开 集 记号 (G 中 
上 有 界 。 因此, 六 连续 (定理 3.5.1) 基 仇 ET"， 最 后 , 由 (4.6,7) 
还 可 得 

AY = gp {Ay, wy 


[rye 


+&Y", -Fs, WT 
一 让 Bo y+, Av—y)} 
PV = i Fs, As), 
共 而 由 (4.5. 允 、(4.5.3) 可 知 ,六 为 问题 (F) 的 Lagrange 乘 子 . 姑 
注 1 下 列 两 条 件 是 六 有 限 的 充分 条 件 ， 
3o0E RFE, (0, Azo) Edom FP, (4.5.8) 
RET, (— Aye, yg) EdomB™. (4.5.9) 
事实 上 ,这 时 由 (4.5.3) 有 
Fro, Aro) > inf Pl, An TP (A, sO. 


注 另 各 果 也 有 有 形 为 (2， 么 二 的 有 限 和 连续 点 ， 而 天 是 开 睫 射 ， 
另 它 把 开 集 变 为 开 集 , 那么 定理 中 的 另 两 个 条 件 是 满足 的 。 目 

注 3 定理 证 明 的 中 间 部 分 及 胆 关 六 的 上 有 手 肯 定 是 为 指出 
分 的 连续 性 ， 当 开 有 了 眼 维 戚 醋 以 最 细 的 局 部 凸 拓扑 时 ， 其 上 所 有 
的 线性 形式 都 达 续 ,从 而 这 些 都 变 得 不 必要 .因此 , 定理 4.5.3 的 
代数 陈述 较为 简单 ， 为 了 在 形式 上 更 为 简 清 ,， 我 们 记 思 = 
4 虽 ( 一 了 D, 即 

(AB(— Ds, = Am—y. 
如 (4,5, 妈 可 写成 
0€(CAB(—1)}domF, {4.65.10) 

-类 做 地 (2.5. 的 可 写成 


本 和 凹 规 划 的 - 肯 对 偶 理 论 E1061] 


0E(1DBA) dm. (4.5.11) 
我 们 把 C4.5, 人 用 [(4.5.10) 会 写成 一 个 条 件 ， 则 可 得 到 以 下 定理 . 
定理 .5.4 设 FF, 天 x 了 一 及 U {+co} 为 真山 函数 ,这 里 了 
上 所 有 线性 形式 都 连续 ， 如 果 
0€ (IDA Im pr (4,5.11) 
0Einb(4d 图 (一 1))dom FF, (4.5.12) 
那么 问题 (多 ?的 Lagrange 采 了 存在 , 目 
注 和 4 在 之 .了 部 是 有 限 维 空间 时 , 我 们 对 问题 (多 *) 再 用 一 
次 定理 4.5.4 就 可 得 到 下 列 午 简洁 的 结果 : 
定理 和 .和 .和 设 了 、 了 都 是 有 限 维 空间 ,FF. 玉 XY 了 一 
及 U {十 09} 为 下 半 连 续 真 是 医 数 。 如 亲 
0€ int (AB(—1)domF, {4.5.12) 
0€int(1@.AV dom EF', (4.5,18) 
那么 问 题 〔〈 多 ) 的 解 和 Iagrange 乘 子 都 存在 ， 即 次 在 EI， 
当 EF*, 使 得 下 列 Baler-Lagrange 方程 成 立 ， 
(A $°) EOF (#, AD), 
(6 AD EFA, 9 
这 个 结果 当 了 、》 都 是 和 疾 反 Banacbh 空间 《 邑 也 *、Y* 作为 
Banaeh 空间 时 前 拓扑 对 偶 仍 是 七、 区 ) 以 及 4 是 互 一 并 的 连续 
线性 噢 射 时 仍 成 立 ， 其 证 明 自 然 村 用 到 Banach 空间 上 的 下 半 连 
续 真 凸 郑 数 的 性 质 ( 命 古 3.5.3 的 推论 ). 外 
在 变 分 学 和 力学 中 , 通过 Legendre 变换 , Euler-Lagrange 方 
枉 下 转化 为 等 价 的 Hamilton 方程 ， 现存 同样 也 可 有 这 一 转化 ， 
定义 吾 : 互 X 开 " -> 及 U{ 二 co) 为 
理 人 的 一 9 了 HG 办 一 下 )}. (4.5.14) 


它 称 为 问题 { 允 ) 的 Hamilton 未 数 ， 五 (，g 7 显然 是 芒 的 下 于. 
连续 凸 本数. 但 是 作为 & 的 函数, 当 召 关于 z 旧 时 ， 互 是 于 的 四 
函数 ; 而 当 了 了 关于“ 问 时 , 五 是 了 的 凸 琢 数 -后 一 结论 由 西 画 数 
族 的 工 色 络 是 凸 苑 数 而 得 到 ; 前 一 结论 则 是 下 列 命题 的 推论 : 


fl63] 第 四 茧 ”三 消 数 怕 砍伐 分 运算 


命题 .5.6 设 9(z， 仿 是 线性 空间 及 xX 上 的 喇 函 数 。 那 
么 了 (wm) = inf glz, 胡 是 线性 空间 不 上 的 凸 函数 ， 蜂 
证 苏 留 给 恋 省 作为 习题 ( 盆 看 第 三 识 习 题 35). 
由 (4.5.1 可 得 
人 的) 一 SR HH, y)}, (4.5.15) 
县 当 孔 关 吉 y 下 兴 连 绪 西 周 , 有 
Ble, 的 一 中 Hle, y)}, 4516) 
定理 和 .才学 设 直 贞 函数 也， 王 x 卫 二 访 U{t+o0) 在 点 ( 志 
.46) 上 次 可 徽 ， 那 么 Euler-Lagrange 方程 
(— A, F*) EGF 8, AD) (4.5.) 
等 价 于 于 列 Harmilton 方程 纪 . 
AZ EO BB, Fy), 
{pe BHU, 他) 
这 里 8 天 未 对 护 的 次 微分 ; 6。 
证 明 密实 十, (4,5.4) 意 革 
Pls, WD — P(t, AZ LAY, oA y— AB, 
Yl, WD) EE XY. (4.65,18) 


(4.5.17) 
对 ?的 次 微分 


取 = 台 , 则 得 
P(E, 用 ~ PE, AD FG, y— Aey, Vy EF. 
从 而 由 五 区 定义 (4.5,14)， 
HS, 人) 一 sp 约略 一 的 
—<F, A — FE, Ab), (4.5,19) 
Hs, y) HS, FF, AD— FB AE) 
— 0", ALI+ FE, AB) 
,AD, Vy EP 
因此 ， 
AS EB HE, 加) . 
另 一 方面 , (4,5.18) 也 可 写成 


和 4 凸 规 划 芍 … 自 对 倡 二 人 论 E1632 


,PFs, WD EAN, o> — PPLE, AD) 
= 48, vdy+ HC(#, F), 
Vr, WEXxXY, 
这 里 后 一 步 鼎 (4.5.19) 而 得 到 ， 从 而 
一 五 (x, 约 十 吾 ( 吉 四)>< 一 小 太一 会，YzE 芝 。 
因此 ， 


AYE -OHS, F)). 
反之 ,如果 43E9Ow 昌 (8, 他 )， 那 么 由 定理 4.1.8, 有 


如 (二 及 ) 十 五"( .40) = ABY. (4.5.20) 
这 里 
H*(¢, AD) — sup {Cy"', A — HES, y)} EFE, AD). 
es (4.5.21) 


但 另 一 方面 ， 下 在 点 ( 坟 A4) 上 次 可 微 ， 特 别 是 ， 作 为 y 的 函数 ， 
也 (@, 切 在 y 一 4 上 次 可 微 ,从 而 在 在 全 EP 玉 ，4 仙 ,使 得 

FPS, AY EIA, 六) — A", ADY. 
因此 ,又 有 

再 (全 41) 一 < 芳 ，4 区 一 五 (人 加) EHS, A3D). 
(4,5.29) 

这 样 ,由 (4.5.20) 及 (4.5.21), 我 们 得 到 如 *(2, A432) 二 PC2, 42)， 
以 及 

C9", ABY = FB, 4D + HC, PF). 

从 而 再 由 (4.5.14) 可 得 记 (z, 级 之 < 护 一 十 (zw, ,以 至 
Ble, 用 — PS, AD) LF, y- 4 一 吾 (o 的 十 百合 H), 
VYwER, Vy EY, 

男 一 方面 ,由 4 一 Bu( 一 HB, 必 )) ,又 可 得 
-Hl, HEH, F) AH, -$y, YrEX, 
因此 
Fle, WD) -PS, 4 人 > A < 
Ye 后 下 YE 了 
即 (4.5. 沁 成 立 . 四 
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最 后 ， 我 们 定义 问题 (多 ) 的 Lagramge 函数 下 XX 了 ”> 
及 Uf 上 oo} 为 


Le, t= CY", Aw> —H(s, $F) (4.5.23) 
当 五 关于 w 西 时 , 它 是 = 的 凸 尊 数 、 但 它 对 Yr 总 是 yr 的 町 函 数 , 
注 “由 于 目前 的 理论 有 几 个 不 同 的 来 源 ， 这 里 的 名 词 与 它们 
的 原型 之 间 的 关系 有 有 点 混乱 。 上 面 定义 的 Lagrange 还 数 冉 下降 
的 定理 可 知 , 它 对 应 是 规 划 问 题 中 的 Lagrange 函数 (起 源 守 约束 
狼 值 问题 )， 但 是 变 分 学 和 力学 中 也 有 Lagrange 区 数 的 名 称 , 在 
这 星 它 条 当 于 当 (Aw2) 一 LG GO，2(D)atCL4z 一 为 
关于 # 的 导数 ) 时 的 被 积 函数 卫 信 wsG，z( 扩 ) 上面 定义 的 
Lagrange 六 数 当 然 不 是 指 工 (#, w(t 让 ,2( 引 )， 此 外 ,在 变 分 学 入 
学 中 , 卫 仿 m 办 的 Legendre 变换 (关于 x 的 共 轴 画 数 ) 也 称 为 
Hamilton 函数 与 这 里 定义 的 Hamilton 函数 也 有 区 别 . 以 后 
要 进一步 表明 其 中 的 关系 ， 量 
定理 4.5.8 设 F. 证 x 了 -> 及 U {十 o0} 为 任意 函数 ， 工 (x, 
为 对 应 的 问题 (9 的 Tagrange 数 那么 


(Ay, 的 一 io 9), (4.5.24) 
Fm, Az)> sup Ls, yy), (4.5.25) 

部 果 嫩 关于 gy 是 下 半 连 续 真 曲 函 数 , 那么 也 有 
Flz, Ar) 一 snp Zt, 加)， (4.5.26) 


且 5 为 (多 ) 的 解 、 六 为 (FD) 的 Lagrange 苇子 的 充 要 条 件 为 (2, 
分 ) 是 工 的 鞍点 , 即 
LD, y) ELS, FV) ED, F) (4.5.27) 
VeETRE, YP ET, 
证 明 事实 上 ,由 定义 (4,5.28) 和 (4.5.15)， 
inf Lla, #) inf {Cy°, Am> —H(s, y°)} 


— -sp -Ay, HTH )} 


4.5 目 早 划 咯 一役 有 俩 理论 [1653 


——F"(—Ay, y), 
即 (4.5.24) 成 立 。 而 由 (4.5.14)， 
Plz, D> WH Hg, y), YH EY, 


从 而 
Flr, Av) sup {Ky", A 一 百人 y)} sup Ls, $). 
当 了 对 gy 下 半 连 续 真 同时 ,由 《4.5.16), 上 式 中 的 等 号 成 立 . 因此 
(4.6.25) 与 (4.5.26) 成 立 ， 
如 果 (4:5,3 和 与 (4,5,26) 成 立 ， 那 么 <, 这) 是 工 的 散 点 等 价 


于 
LE, $°) = gup inf Lr, fr)= inf gup L(g, #°) 
EY rER CET EY 
— sup LS, y) ~inf Ls, $): 
由 此 易 证 它 等 价 于 是 ( 姑 ) 的 仍 , 六 是 (3 的 Lagrange 清 子 . 莉 
注 上 述 苇 点 在 定理 中 除息 定 如 对 g% 下 半 连 续 真 凸 外 ， 没 有 
尾 何 其 他 假定 .回顾 定理 2.4.3, 那里 对 Co) gC2) (四 等 也 没 
有 任何 假定 ， 疼 
下 面 讨论 问题 4 多 ) 的 摄 动 问题 
Cr -Aiz 十 的 一 4 2 min, 


rEX. 
它 的 对 侦 问 题 将 是 
(Fs) { PA te +, > ax, 
EP 
对 于 问题 (多 oo,y) 和 (名 Yo,y), 仍 可 与 上 述 有 平行 的 定义 和 结果 ,全 
如 ,C4.5, 钨 变 为 
inf {Flw, do 一 由 一 《ar wo} 


DR 一 人 -A $+, oF, 
Wp 


了 0ler-Lagrange 方程 (4.5.4) 与 (4.5.5) 演 沪 
{~—Ar to, $) EOF (s, AL+y), 
(2, AZ+H) EGP A r+", ), 


T1656] 区 对 放下 油 笋 访 次 微分 运 焉 
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条 好 (4.5.12) 与 (4.5.,j3) 变 为 
—yEint(AD(—1) dom F, 
Einttl A dom Fr*. 
五 amjilbon 方程 组 (.5.17) 灾 为 
{人 六 )) 
-EO(— HS, F)). 
这 样 ,可 以 有 下 列 一 般 的 结 栗 ， 
定理 .5. 芒 ” 设 了 .了 都 是 有 限 维 空间 (更 一 般 的 可 以 是 自 反 
Banach 空间 ), 了. 六 x 了 -> 且 U {oo} 为 下 半 连 续 真 是 函数 ， 如 


时 ~yEInt(AD(— 1D) dom F, 


a Einbt ImA YdomE, 
那么 问题 (多 ,wv) 的 解 各 Lagrange 乘 子 都 存在 ， 即 存在 SEX， 
他 EY, 使 得 下 列 了 nler-Lagrange 方程 成 并， 
CC—Adg to, H) EDP (ES, AZ+Y), 
(£, ALT HW EP (AP , 
或 下 列 Hamilton 方程 组 成 立 . 
{ ALTYIEDH (6, $y, 
Ei | 
引入 摄 动 问题 的 主要 目的 不 是 把 前 画 的 镇 时 一 般 化 ， 而 是 要 
研究 原 问 题 的 解 与 Lagrange 飞 子 同 摄 动 参数 (o", 殷 之 间 的 关系 ， 
令 同 题 ( 估 .ys) 的 信函 数 为 Vw 了 一 BRU {oo} 
Volg) ~ int{P lo, Av+y) -ko', w}. (4.5.28) 
合 题 4.5.9 VV 的 共 恩 函数 为 
Vay A t+, #), (4.5.29) 
证 明 事实 上 ， 
了 2 一 sap {Cy”, wD -Psy)} 
—arp {Cy 只 in§ [Fle, As+y) —<e", x>]} 
= Sp {Ky Wt, o> P(e, Ax+)} 


站 -5 站 规 总 的- - 般 对 人 理论 [67 


一 Co Azt+ Ay tw wy> 
—F(lw, Ar1-y)} 
,Sp A Wt- A rr, o-Ps, 久 } 
(Ay+tw, 0). 
命题 4.5.10 如 暴 至 是 瑟 X 了 上 的 凸 函数 ， 那 么 Te 从 是 
开 上 的 凸 函 数 ， 里 
这 是 命题 4.5.6 的 推论 . 
定理 生姜 .在 设 了 为 及 XY 上 的 凸 函 数 ， 那 么 六 是 问题 
(Fo) 的 Jagrange 生 子 , 当 自 仗 染 
EV ey). (4;5.30) 
部 果 了 oy) = 了 FE(y)， 闭 么 人 洲 是 问题 (多 oy) 的 Lagrange 滋 子 
当 且 仅 当 六 是 对 储 间 题 《%.,y) 的 解 ， 
证 明 ”事实 上 ,由 定理 4,1,8，(4.5.80) 笑 价 于 
Ve (人 十 人) 一 个 办， 
扯 命 题 4.5,9, 上 式 等 价 于 
Pt, FH, WVely) 
inf {PF (%, Azi+#) — C0", 2>}, 


扼 如 是 (Zp) 的 Lagrange 悉 子 . 
如果 了 了 e( 几 一 PFC 那么 (4.5.830) 还 等 价 于 


y EPG"), 
或 
OEOV (PF) —y. 
而 它 等 价 于 
FF Ly", 
斯 


-AT $+, y> 
= sup. {—FC—Ay -Han gg) 十 < v9}. 生 
当 宇 为 下 半 连 续 真 西 函 数 时 ,可 以 得 到 定理 么 .5.1 的 对 但 结 
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打 如 下 . 
定理 4.5.18 设 忆 为 下 x 玉 上 的 下 半 连 名 真 上 由 淫 数 ， 
ji) 一 人 WD}. 
(4.65,31) 
那么 了 是 问题 (下) 的 Lagrahg5 乘 于 , 当 明 仅 当 
FEB to， 
如 果 胡 在 x" 上 次 可 微 ,那么 9 (20 就 是 问题 (多 的 解 的 全 
你 .时 |. 
这 里 只 需 注 意 到 (9 如) 与 (Foy) 实际 上 是 一 回 事 , 同时 ,由 
定理 4.1.3 的 推论 2, 区 在 必 上 次 可 微 是 D;(c 一 Iron 的 于 
分 条 件 . 
下 面 还 要 指出 有 关 Lagrange 通 数 的 结果 . 
命题 4.5.18 如 果 加 关于 gy 下 半 连 续 西 ,那么 
F(z, Av+)— Sup {Cy, +EEe, yg) (4.5,32) 


—L{z, $") 一 snp {<y”, WD — Fw, Avty)}; 


1 (4.5,337 
Vow) inf Sup 失 一 人 2> 
Le, ys (4.5.34} 
下 sup {X80’, > — Ly 内 
-LL(w, yO) {4.5.85) 
Vey’) = sup {sr", 2> ~ Ll, yr)} 
= (A+, (4.5.36) 
Uv (0) = gup{y’, P+ LCe, 久 订 
=F(r, As+), (4.5.37) 


证 明 由 于 了 关于 yg 下 举 连 续 晤 , 放 由 《4.5.16) 和 (4.5.23)， 
Dl, Avt = sap {Cy", > +, Az> —H {sw, 的 } 


= snp, D+Es, 2)}, 


当下 对 货 理 论 草 记 用 [1691 


期 (4.5.83) 成 立 . (4.5.39) 则 由 (4.5.32) 可 得 , 因为 一 Lt%, 扩 ) 
类 于 六 下 半 连 续 厨 ，(4.5,84) 则 可 由 (4.5.32) 和 (4.5,38) 可 得 ， 
从 而 
Ve.) = sup{< ,7 -Vo 
一 sp 人 一 4 人] 


一 Ke”, +, -Fw 42 二 的 上 


再 由 (4.5.33) 和 (4. 5. 29) 即 得 (4.5.36)，(4.5.35) 和 (4.5.87) 的 
-推导 是 类 似 的 ， 量 


$4.6 一 般 对 偶 理 论 的 应 用 


在 这 一 节 中 用 例子 来 说 明 上 节 中 得 双 的 结 虹 . 
1。 通常 的 鼎 规 划 
再 来 讨论 以 前 的 点 规划 ,地 疗 题 ( 女 ): 


(2)—> min 
ale (二 
io) =0 《3 一 二 2 
到 了 =BR?xR, 7F*=R"”xBR?, 3 一 (o 5), 其 中 4E 玉 5 5ER', 
一代 中 入 ER" WwER" 已 知 共 Lagrange 材 数 为 
Te TO, go) pe, he)Y, 
Lg, y= Le, N, »-| 当 ER 
一 co， 当 4 和 竺 朋 字 。 
或 
Tv, hp) fm) tN, gE) YH A, hw)> — Bo.C%), 
这 里 人 0 一 RF， 由 (4.5.32), 目 令 4-0, 则 有 
Fv, H)— P(e, a&, 下 一 ,SB {Ch, a + Ce, B+ 
Lt{z, %, 5)} 
女人 二 gh) to 


= 
ea 有 
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-Fp hr) + 06> ~ SoCw)} 
- Cm 二 的 二 Bo 人 2) 十 区 ， 
这 里 0= 一 了 3、 因此 多) 的 一 般 摄 动 问题 应 为 
(Ges) 
fo) tO) Fa) Fh h(v) + 6) — Lo, o> min 


或 
(2 
7 — Ce", o> min 
go) ToE -Bi 或 ge) oe B=1, +, Pp); 
hv) +d m0 或 Be D0 (j=1, +, 9). 
由 (4.5.36), 得 
一 本 (ee A, 4) —sup Te 2 — Ltw, gy")} 
— sop fa， wf (5) ~ Ch, gm)> 
一 < he) > de (HN)} 
一 一 if 一 人 2 + Ch, gw)> 
十 Ge h(E)> cA)}, 
故 对 偶 问 题 应 为 


(Cr 
ee) ~ Ca, 2 Ch 9 十 办 
Cp, BIE) + EY — doh}} 一 > nax, 
(Po) 
inf{f C2) 一 人 #7+ Ch, gC) -ay 
| 十 CR， hn) + by} > max 
EBRY, WER™. 
现在 对 这 些 同 题 应 用 上 节 章 针 果 ， 由 于 了 一 Rrx RR 为 有 限 
维 空间 ,在 对 问题 (名) 应 用 定理 4.5.5 或 4.5.6 时 ,可 以 不 必 验 证 
刀 的 上 有 办 条 件 ， 
定理 .6.1 设 f, gh …, 向 为 于 上 的 真品 醉 数 ,如 …， he 
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为 互 上 的 仿 射 一 数 。 加 时 
wo 蕊 dom 下 ,使 得 fg …， 9 Re， 
足 条 件 
(ge <0 Gl 7, HD hoo) 0 jl, WD, 
网 问 题 ( 乡 ) 的 lagrangs 磁 子 存在 . 
证 明 ”上 愉 和 验 证 对 间 题 (2 (4.5. 介 或 (4.5,12) 成 立 。 而 注 
意 到 对 谍 的 也 的 表达 式 以 及 4 一 0, 它 们 好 
0EintfeE 及 "3rc domf, g(r) +ae0}, (4.6.1) 
0€int{p ER AoE domf, hs) + 5b=0}. (4.6.9) 
定理 中 前 条 件 恰 好 能 保证 这 两 个 条 件 当 * 是 并 一 到 :的 满 射 时 
成 立 ; 当 疡 不 是 泪 射 时 ,用 三) 网) 代 巷 卫 "， 仍 能 得 到 同 祥 的 
结论 ， 国 
这 一 定理 可 以 与 定理 2.5.3 和 定理 4.4.3 进行 比较 .它们 各 
有 各 的 特点 ， 不 过 定理 4.6.1 实质 上 还 是 相当 于 定理 2.5.3 的 注 
3 中 所 提 到 的 情形 ， 
对 于 问题 (多 ) 的 Ealer-Lagrangs 方程 为 
C0, 多 EaFCE, 0, 0) 


(多 ) 章 伪 了 天 土 中 ， 生存 在 
…， ha 都 在 to 上 连续 ， 周 时 请 


它 等 价 子 
Ft, 0, 的 二 10 多 Fy=0, 
由 加 与 本 的 长 达 式 可 得 到 此 式 ，…” 
GD) -inf {fo) + Ch, gto)> + <p, Me) 一 0. 
它 恰好 就 是 原 完 的 Lagrange 飞 子 的 定义 ,并 昔 含 松紧 关系 
,gE)> 0. 
另 一 方 闸 , 又 有 (6, 0, 0) 一 /二 一斑 (0)， FF"(0, 入 让 = 
让 ( 参 看 (4.5.29))， 故 目前 的 了 mer-Lagrange 方程 即 
VO th, A =0, 
它 等 价 于 
{6% DD} -2F (0). 
这 也 可 出 定 理 4.5.13 导出 ,而 它 恰好 就 是 命题 4.4.4 的 特例 ， 
对 于 问题 (多 ) 的 Hamilton 方程 组 为 


[723 第 中 这“ 生肖 玫 的 次 德 分 运算 


0E€06 mE, 多 内， 
OEBA ~ HG, 入 fi)), 
妈 
Hie, 多 DAHG, 多 EHE, %, 站 
YiER, VAER™, YuERe. 
内 五 (zh j) 一 一 和 (tc， 1， 它 也 就 是 鞍点 关系 
LE hLDAD, 
YEX, VAER?', YEERS, 
同样 ,对 于 一 般 的 问题 (名 .0.3) 的 Buler-Lagrange 方程 可 导 


出 
/DD ke HD -inf {fo) ~ ko", 从 二 人 go) 二 从 
+ Re) +5>} =—0, 
人 (由 十 从 一 由 
{Ch BY} 到 Bb). 
而 Hamilion 方程 组 
(%, 5) Ew HS, h AD, 
WE HE, 入 DD), 
其 鞍点 定理 的 形式 将 由 (4.5.34) 与 (4.5.85) 给 出 
2 线性 规划 
令 玉 一 B", 世 一 及?，4 及 " 一 也 ?为 nx 了 矩阵 (af f. BB" 一 


及 U1{ 十 oo0} 为 
加 _ 0, 0 OVP0 Gol, --, nn); 
fd) 有 人 
站 ?>BRUI+o0} 为 
a HL 0 0 GL 
gD) Bnr GD) 一， 站 向 
出 
3) = _ 0, 当 喇 所 全 
了 De 2 人 其 他 。 


$4.6 一 般 对 伪 迅 论 的 应 用 [173] 


B/C 一 3 st), 
0， 当 六 二 0 
“Y= Sup YY = no Cf -{ 
9") supey 一 Sa 十 oo, 其 机 ， 


最 后 焉 玉 Cw, 拉 一 了 (2) 的 ;中 本 了 C2) 十 (7. 这 
时 问题 (多 cy) 和 (多 3 六 就 变 为 
CL sy) 
jo drt — Cs, 2 > min, 
或 
一 《2 wu > min; 
Css,y) [ 
zz —y. 
以 及 
(LE ,8) 
一 一 由 的 一 信介 十 作坊 一 ma 
或 
[| 


<0; 
A 
(ow) 与 ( 久 5w) 是 一 对 互 为 对 偶 的 线性 规划 ， 取 5 一 一 沪 ，e 一 
一 久 和 = 一 扩 它们 就 归结 为 &2.6 的 (名) 和 (C2), 
利用 定理 4.5.7', 可 以 得 到 下 列 结果 ; 
命题 .6.3 如 采 下 列 条 件 满 足 


HDs > MAX 


32 ER", 0, Ar+y> 0 (4.6.8) 
= ER™, ye0, Ay—»*>0, {4.6.4) 
那么 间 题 (多 ,yw) 和 (C25,y) 的 解 部 存在 , 且 它 们 互 为 对 方 的 Tagr- 


ange 莱 了 于 . 针 ; 

证 明 只 需 注 意 到 《4.6,3) 和 (4.6. 和 是 定理 4.5.7 中 的 充分 
条 忻 。 这 个 结果 并 不 比 定理 2.6.1 强 , 相反 , 对 于 定理 2.6,1, 只 
需 下 列 两 条 件 成 立 . 
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3 EB", re0, Aet+ yD, 

ER”, 0, A — 0. 
这 两 个 条 件 相 当 于 定理 2.6- 工 中 的 的 ,而 只 利用 定型 4.5.7 是 得 
不 出 这 两 个 条 件 的 ， 其 原因 在 于 这 里 既 终 没有 考 处 定型 3.5.3 后 
注 站 中 记 提 到 的 情况 .这 也 说 明 前 面 展 开 的 讨论 对 于 有 仿 射 不 等 
或 约 东 的 规划 问题 可 以 背 一 定 的 改进 . 

对 于 (< 的 Boler-Tagrange 方程 或 Hamilton 方程 组 可 

导 得 


— A -Fe EO EY, EOF AD TEE), (4.6.D 
Az+YyEBE' (I, EBA YN. (4.6.6) 
由 于 
Of (D) =B8nr (£) = {ro ER x—2 <0, YrE RL}, 
EH) = OBpe Ct) — {y EB -六 办 所 0 
YE— BT}. 
故 由 以 .6. 辐 可 得 
LAP ty sh 0, VEERT. (4.6.7y 
但 由 于 0. 25 和 及 2, 故 信 4 一 0 和 23, 中 (4.6.7) 可 得 
土 < 一 4 六 -Fw 分 和 0， 即 《一 A 二, 四 一 0， 
天 而 
CA i 2 0, VERs, BW APT+oE— Be. 
因此 他 .6.7) 就 是 松紧 关系 : 
《一 水 六 十 司 ， 公 一 人 
同样 , 《4.6.6) 也 就 是 松紧 关系 
,A 地 =0. 
不 过 他 .6. 咏 、(4.6. 的 还 能 说 明 解 、Lagrange 滋 子 与 报 动 问题 的 
值 函 教 之 间 前 关系 , 即 
在 BT) 一 有 六 (一 4 二 二 加) 
人 EV ny) -00042 十 四 ， 
3"” Fenchel 向 题 
当 卫 (zw, 幼 形 式 为 卫 ( 人 分 一 fo) To 时， 问题 (天 ?就 称 


生生 .6 一般 对 侦 理 论 的 应 币 [E178] 


为 Fenchel 问题 ， 上 面 的 讨论 指出 了 线性 规划 问题 无 非 是 
Fenehel 问题 的 特例 .， 利用 上 一 节 的 讨论 ， 可 以 得 到 下 列 一 般 的 
定理 ， 

定理 .6.3‘Fenchel-Aubin) 设 福 ,了 都 是 有 限 维 空间 , 
六 三 一 下 U{Tcol 9; 了 一 有 BU{+oo} 分 别 是 圣 、Y 了 上 的 F 半 
连续 真 曲 函数. 4. 下 一 了 为 线性 映射 , 考虑 下 列 一 般 的 Fenchel 
问题 : 

CH) 

了 (十 gd 十 有 一 人 > > min, we TE, 

[和 

-fA to) TF, > mar, EP, 
则 有 下 列 结 桌 ， 

i 如 果 


yEint(domg— Adom f), {4.6.8} 
”Edomf*+A"domg’, (4.6.9) 
则 (2 so 的 解 到 存在 , 且 它 是 (363 的 Lagrange 乘 子 , 即 它 满 
中 
FO) +IAE+Y) Le, HD = sup{ f(A to) 
~ Ly DY 
碧 ) 如 果 
yEdomg— Adomf, {4.6.10) 
, Einitdom f+ A*domg’), (4.6.11)} 
则 (党 3 四 的 解 因 存 在 ， 且 它 是 (2 由 的 Lagrange 生子 ， 即 它 
满足 


— A) Ly, WD =inf{/ ts») 
tg(Art+y) — Lp, ey}. 
证 ) 名 是 (Wg) 的 解 (或 《2%%o) 的 Lrgrange 乘 子 )}、 六 是 
《2 的 Lagrange 乘 子 (或 "36 人 的 解 ) 的 究 要 条 性 为 ， 
448- Eg CP), (4.6.12) 
EQ (RY. (4.6.13) 
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iy》 当 (6,y) 的 Lagrange 屁 子 络 存 在 时 ,全 是 (36w 的 解 
等 价 于 下 列 商 个 条件 中 的 任何 一 个 
FEO0s(e"), Uke ) int (fC hry ee) 
gw) Ky, op}. (4.6.14) 
"EOF (D) FABg( AE +Y). (4.6.15) 
7) 当 和 (Wj) 的 Lagrange 情 于 名 存 在 时 ,六 是 (oj 的 和 解 
每 价 半 下 列 两 个 从 件 由 的 任何 一 个 : 
EOV we, Verly) inf{f (2) Tg( As ty) — Ke, m7}, 
{4.6.16) 
ye) — Aaf"(— A + 0"). (4.6.17) 年 
定理 的 六 、 说 、 膏 ) 都 可 由 千 理 4.5.6 等 得 到 。 其 中 条 件 
《4.6.9)、 (4.6.10) 还 可 代 规 为 对 应 的 值 有 限 .(4.6.14) 和 (4.6.16) 
时 为 (和 ,6.13) 和 (4.6.12) 的 对 侦 式 
LE Bt 一 有 Tar， (4.6.18) 
FEOg AL+H = OV oY). (4.6.19) 
《4.6.1 罗 和 (4.6.17) 册 可 出 (4.6.18)、(4.6.19) 于 及 (4.6.12)、 
《4.6.19) 得 到 . 
这 一 结果 当 筷 . 了 为 自 反 Banach 空间 ,4 下 一 也 为 连续 线 
性 映射 时 仍 成 立 ， 下 列 结 果 也 一 样 ， 
定理 4.6.& 设 文 了 为 有 限 终 空 间 , {了 一 RU {+o0}， 
和 了 瑟 访 Uo0} 分 别 为 并 .了 上 的 下 半 连 续 真 凸 函 数 . 4 开 -> 
了 为 线 狂 映射 ， 如 果 
0E€int(domg— Adom/), (4.6.20) 


那么 
Of ty Ad) (0) = a) t+ A'dg( An), YrET. 
(4.6.21) 
特别 是 当 了 一 了 ,4 为 恒 等 映 射 时 ,如 时 
0cini(domg ~ dom/), 
那么 
Of + (0) =f C0) + O98), YrE TR 


$4.7 下 分 析 在 其 他 类 学 分 支 中 的 应 用 DC77] 


当 了 =0 时 , 如果 


0€int(dlomg— A(X)), 
那么 
Bl(goA) 2) — og(As), Yi EX. 用 
事实 上 ,wm"E8(f+goA) (人 等 价 于 元 是 问题 
(my 十 942 — Le, > -> min, ET 
的 解 , 而 (4.6.20) 又 保证 它 Lagrange 习 子 存在 ， 获 由 (4.6.15)， 
它 又 等 价 于 ?E 术 (CB) 十 4*0g(A58)， 因 此 《4,6,20) 成 立 . 
定理 4.6.4 可 看 作 Moreau-Rockafellar 定理 44.2.3 在 一 定 
条 件 下 的 推广 . 
下 一 节 介绍 Fenchel 问题 的 一 些 应 用 ， 关 系 式 (4.6.12)~ 
(4.6.19) 常 常 可 用 来 简化 问题 的 计算 . 


$4.7 凸 分 析 在 其 他 数学 分 支 中 的 应 用 


作为 本 书 的 景 后 一 节 ， 介 绍 一 些 凸 分 析 在 其 他 数学 分 支 中 的 
应 用 ， 即 把 本 书 中 讨论 的 在 一 般 框 架 电 得 到 的 结果 化 为 在 其 他 分 
去 中 的 具体 结果 . 为 了 不 过 网 地 涉及 各 数学 分 支 的 预备 知识 ， 于 
曾 都 只 举 一 些 尽 可 能 简单 的 例 于 ， 目 的 仅 在 于 指 岂 上 西 分 析 的 各 种 
应 用 的 可 能 性 . 

1” 变 分 学 

变 分 学 研究 积分 泛 函 的 报信 问题 .通常 被 积 函数 都 要 求 一 定 
的 沉 消 性 ， 和 胆囊 分 析 的 工具 , 可 以 把 原 有 的 结果 推广 到 十 的 情 
形 ， 


宁 


站 一 CC[0 TY; BY) = {oD) = (38), or 人 jz 全 
在 [0, ZT] 上 连续 可 微 , 是 %《0) ~z(T) 一 0}， 
人 ~ max le 1z 人 他 上 (这 里 1 -1 是 BR" 上 的 范 数 )。 
Y=0(0, TRY) {yO = (FD, FD [yD 
在 [6, 了 I 上 连续 }， 
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lylo= max |y(D |. 
e092] 
A Sy 为 4 


了 7 人 WD = [El, eb), yA, 


这 里 工 Rx BR"XBR" 一 我 U {Toco} 对 于 wy 为 是 两 数 , 二 俱 定 上 
述 积 分 总 存在 (我 们 不 深究 这 点 成 立 所 圳 要 的 条 件 , 例 如 可 很 定 工 
有 有限 连 续 , )， 于 是 问题 

(CF) 

Flr, Ar)-> min, wR, 

即 

(F) 

ze 4 8, dO Gt min, g ERO, 下， 了 BT 


这 样 形 式 的 问题 起 源 可 力学 ,这 虹 涉 及 一 个 有 个 自由 度 的 系统 ， 
z+ 为 时 间 ,w= (w'，-…, 2") 代表 这 个 系统 的 位 置 , 二 一 (Ca …， 2) 代 
表 这 个 系统 的 速度 , 工 称 为 系统 的 [Lagrange 攻 数 (不 蜡 与 数学 规 
划 论 中 的 Lagrange 丽 数 滋 淆 ), 它 的 物理 音义 是 系统 的 动能 与 位 
能 的 差 ， 积分 称 为 系统 的 作用 量 ,系统 的 轨迹 = 人 可 通过 上 述 癌 
题 (多 ) 的 求解 而 得 到， 在 力学 上 称 为 最 小 作用 量 原理 。 
问题 (多 的 Hamilton 函数 在 这 种 情形 为 
Hlw, y") 一 3 人 WD— Fr, 的】 


supf {<y C0), yO Ls, ol), yO ) Yds 


= g(t), PO) 


这 星 久 E 玉 一 (CD 下 ;到 m)" 可 以 证 明 它 一 定 是 某 种 测度 ,从 
而 它 的 作用 可 表示 为 积分 形式 ， 音信 mm 办) 在 变 分 学 和 力学 中 
常 称 为 系统 的 Hamilton 浮 数 ， 其 物理 意义 为 系统 的 总 能 一; 其 中 
久 这 时 的 物理 意义 为 系统 的 动量 ， 但 这 里 与 (多 ) 的 Hamilton 函 
数 是 两 个 概念 


各 &.7 凸 分 析 丰 其 他 数学 分 支 中 的 证 用 [C179} 


报 据 前 面 的 讨论 , 在 一 定 条 件 下 有 形 为 (4.5.4)、(4.5.17) 的 
了 uler -pagrange 方程 和 Hamilton 方程 组 为 看 出 它们 所 对 应 
的 经 更 形式 , 假定 系统 的 Lagrange 函数 五 一 卫 信 ”5 殷 对 于 3% 十 
王 个 变星 可 微 , 则 不 难 验证 
BF Y= {VEE, Y} 
={(Lott, w, OD, Lys, 2, PDI}CRxY, 


这 里 


Db DD WD) 


Or 
五 人 六- 有 外 有 
一 方面 ,由 形式 的 分 部 积分 可 得 
yy", AT>= er@， 0 
一 人 的 ,的 ?一 人 入 or 的 ,= 的 ;本 
= 人 -号 w， Va, 


放 妈 可 形式 地 理解 为 一 等 ( 当 信 可 导 时 ,4'y" 一 一 备 依 较 常 义 
理解 ,在 一 般 情况 下 ， 这 是 一 种 广义 导数 )， 这 样 一 来 ，(4.5. 人 就 
意味 着 存在 名 E 工 " 满足 
章 了 四 -五 人 6 504) 一 五 的 ,89)， 
FO Tks, ED, ASIED) =Lsls, SCO), #C6)). 
者 矿 ( 凡 , 即 得 到 次 分 学 中 熟知 的 Euler-Lagrange 方程， 
-ett, 的， S00)) + L(t , S60), #0) 0. 
这 也 就 说 明了 (4.5. 负 的 名 称 的 来 历 ， 
类 似 地 ,在 站 可 微 时 ,也 有 
BH (w, 的 一 全 的 区 的 
Be(- 互 Go y) =— {Hs, oO)}. 
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寺 是 (4.5. 二 ) 变 为 
2 fk, GC, 00), 
入 ,FD)). 

这 是 迹 分 学 中 痢 知 的 二 amilton 方程 组 ， 从 而 说 明了 (4.5.17) 的 

名 称 的 来 源 . 

我 们 可 以 设想 前 面 关于 对 偶 性 、 摄 动 问题 等 的 讨论 都 可 以 在 

变 分 学 中 得 到 种 种 应 用 . 

2* 最 优 控制 
于 节 的 谈 分 学 问题 也 可 记 作 下 列 形式 ， 
fh 4{), Yd -> min, 
4 =y 8), vo ECL, 7; BR"). 
北 它 更 一 般 前 同 题 为 
(万 
Tm, 2 -rrG@ 0), ul dE -> mins 
| 一 百 的 2 的 下 Gu 
2EOLT, 2; Br), ws ECCLO, Pl; BR"), 
这 里 了 (, BR" -> "0, BR" -> BB" 都 是 线性 映射 ,作为 二 的 国 
数 都 是 矩阵 值 函数 , 假定 它们 都 是 连续 的 、 
问题 (和) 是 一 个 控制 论 问题 ， 或 者 更 确切 地 说 ,是 一 个 线性 
系统 的 最 化 控 抽 问题 ,这 里 线 性 系统 措 微分 方程 是 线性 的 ,的 称 
为 系统 的 状态 ix 的) 称 为 系统 的 控制 ， 把 它 搬 象 化 , 令 
Z=08[0, PT]; BR") xO([0, T], Br") 
J.Z—R 


定义 为 
TO Te Dfpl, ot, wl) Yds, 
4:3 一 Of MT; BE") 

定义 为 


4.7 凸 分 折 硅 兵 他 歼 学 分 云 中 的 应 用 C81T 


Az 一 A(5， 克 -( 徊 PF)s-Gu. 


OE 
于 是 问题 (2) 的 抽象 形式 为 
7) {> min, 
Az—0, gEZ. 


这 是 一 个 函数 空间 上 前 有 线性 等 式 约 束 的 规划 问题 ， 当 了 关于 z 
大 凸 匡 数 时 , 我 们 就 可 应 用 前 面 的 结果 .为 了 更 直接 地 套用 前 本 
的 结果 ,我 们 把 (有 写成 
(A 
TO + ood2) > min, 2 EF. 

于 是 (办 就 成 了 Fenehel 问题 ， 注意 到 人 =0， 4: (0([0， 人 0; 
BO) >2° = O80, TH; RV) x (OO, TI; BM) 为 

p=((- 备 -7)p, -em 
这 里 多 E (OK[ 下; 也) 下 一 下 的 ， 扩 一 近 的 分 别 为 瑟 乓 、 

人 的 转 置 , 可 以 验证 
7 (8) 一 Be， 人 
— Csp Cb, oz) Bop ls, m8), wt) )), 

由 4.6.12)、(4.6.13) 可 得 2= 人， 由 EG 一 Co， 卫 ， 了 BR") x 
GCL0, 了])， 及 四 为 (有 的 解 ，2E (C(I0， 本 有 BR 中 )* 为 (由 的 : 
Lagrange 药 子 的 充 要 条 性 为 

AZEEB (CD = {0}, — 4B EBT OH, 
即 


BD E 一 到 的 从 的 Tops, FD, LY), 
人 的 从 GD Ep 全 BC), Lt)). 
条 件 了) 称 为 最 优 控制 问题 (.2) 的 景 优化 条 什 ， 双 称 为 系统 
的 塘 斐 态 ， 当 旬 关 于 乞 & 可 驻 时 ,它们 变 为 
EO) = — FED 十 mw 信念 下 LE)), 
ODE 一 ga 人 全 的 GD)). 


HD =POaD GD uD, 2(0) 一 和 0 
(四 | 
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光 其 是 当 
Te, 四 -去 | Qs), ol) as 


+ 雪人 BDul), wD Vat 


于 ,这 里 QD R" 一 BB" 为 非 负 定 对 称 的 ,及 的: 吾 "一 耻 ” 为 正 
定 对 称 的 ， 于 是 有 
Gols, ED ,ED) = QF, 
gall, GO, LD) — BODEC). 
从 而 (了) 将 变 为 
BPOED TODLSD, o(0) =2(T) =0, 
| -B= DED -QUD, 
CAOFIOR EAOLIOE 
区 最 后 一 式 ， 
UD = BUD GED, 
从 而 又 有 
OPEAOLIOR La 
| £0) = 于 (DT) -0， 
-BO — DBD QO EAD. 
这 些 都 是 最 优 控制 理论 中 熟知 的 鱼 果 ， 
此 外 ， 引 进 下 列 形式 的 Hamilion 画 数 〈 它 的 含义 与 及 前 不 
BH, OBL0, T], BR") x OL0, T); RY* -> RU {+o0}, 
Hla, w) 一 Snp {Ce”, 内 一 了 fo， WD}. 
那么 一 4 一 (( 加 二 "8, 9 前 E87 (6, 办 将 转 作为 
{0 GB), 
B+rSE( -HE, A) 
这 里 第 一 个 条 件 意味 着 
《GB 办 -7 人 志 办 = 二 6 地 -J 志向 
=HG, GH) 一 emp {OB, 办 一 7 全 0)} 


$7 上 杰 分 基质 好 


光 中 的 民用 L489] 


=sup{< Gu>— 7, DI 
即 % = 一世 使 。 _ 
Cb, Gy —T (2, oo) -上 EO, GO DY 


一 人 S00), uD)at 
大 到 最 大 , 它 相当 中 最 优 控制 再 沦 中 的 积分 形式 的 IEommprmar 是 
大 值 原 理 。 局 部 形式 的 Tiomzparwr 最 大 值 原理 可 由 最 优化 条 伞 
《 辐 ) 的 第 三 个 条 件 G( 昌 中 (区 EBup 人 5 名 ( 科 ,避税 ) 得 到 ， 这 时 引入 
局 部 Hamilton 天数 
HC, of), we) = snp {0D), pt, sh), DY, 
则 由 上 述 条 件 可 得 


妈 BE) EDs, B00), GD BD), 


CED, GO UD pe 2), LO) 
一 sp 人， 全 的 办 一 的 FD, DF 
这 就 是 局 部 形式 的 IozrprrmE 最 大 值 原理 .需要 注意 的 是 这 里 定 
文 的 Hamilton 函数 与 最 优 控制 理论 中 提 到 的 Hamilton 函数 是 
有 所 不 序 的 . 
在 以 上 两 小 节 中 ,为 了 简章 起见 ,都 假定 s(0) -2(P) 一 0 在 
wD 不 取 零 映 点 信 时 的 其 他 变 分 问题 和 最 优 控 制 问题 也 可 类 似 地 
应 用 凸 分 析 的 工具 . 
8” 偏 微分 方程 . 
如 果 把 前 两 小 节 中 的 常 微分 算 子 换 为 更 复杂 的 函数 空间 中 的 
偏 微 分 算 子 ,就 可 拒 呈 分 析 工 具 应 用 到 偏 微 分 方程 间 题 上 。， 
考虑 下 列 简单 的 Dirichlet 问题 : 
一 As(e) ~ 六 (wm), 在 命中 ; 
(DD {zc =D, 症 80 上 。 ” 
这 里 口 为 BB" 中 的 有 光 询 边界 89 的 有 漠 区 域 ， 
A 


A Dr 
= or 
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为 n 维 Laplace 算 子 ， 令 
IZA(0) 一 {身上 的 平方 可 积 函 数 全 体 }， 


3 


1 
Nz 一 {jls par ) 了 


Hi(0) = [oe ram | 因 Era(0), 


1 | -oh 

， | ea 2 | 
fel mo ols | 
To! me (Iolo + 到 Br | 


EE 1 
Licg) ) + 
HB) = HID)),, 
它 习 者 是 所 请 Cofoame 空间 设 关 ETC), 定 义 了: HDB 
为 


FO Lf, od = -J fv, VoE HAQ). 
4 吾 5O) 一 CHCQ))" 为 线性 映射 ， 
Avgrady— (部 ps , YouE HAY, 
全, (D2))* 一 及 为 
GO 一 至 窜 | ed 一 gl 
Vg = (gq, *, gr) €E (DAO 
于 是 间 题 (有 可 归结 为 下 列 Benehel 问题 : 
(@) { 站 Ko 十 人 (4 四 一 min, 
ac HECO), 
由 Green 公式 容易 验证 , 4": OT OPO) 一 吾 了 (由) 为 
Vg~— Cg “0, ey) € (0)) 。 
(一 及 UT+ec 为 
rg) tp) = 


Ge (CEP(G) 因 -也 为 


当 p= 一 Jf; 
十 900, 当天 一 扩 


4,7 目 人 劳 析 在 其 他 数 型 会 支 中 的 点 利 Has 


Gg) -snp1 < $7— EE 中 
一 到 lg-GGg)- 


从 而 对 应 的 Euler-Lagrangse 方程 为 
Awe EG Cp, 
| —ApEBFID. 
但 8F G0 一 {一 阅 , 6G(D 一 {Py, 表 上 式 邯 
上 多 
divz= 一 六 
消去 名 即 得 
一 从 we —dyvgradi=, ue HO). 
即 刀 在 基 种 音义 下 是 癌 题 (D) 的 解 ， 它 可 以 通过 求解 问题 ( 儿 )， 
(2) 
), |grads! G2— 人 aar 一 Imin，4 世 下 3(2) 


来 得 到 ,也 时 以 通过 求解 间 题 (人 2")， 
只) 
| 一 (D> max 
QE CACO)" 


(DB 
机 le 一 到 | dr 一 min 
divg= —f, g€ (CO 
来 得 到 . 类似 的 对 候 性 可 以 对 更 复杂 的 可 化 为 变 分 ( 极 值 ) 问 题 的 
偏 微 分 方程 问题 而 提出 . 
和 2” 逼近 论 
关于 有 逼 近 论 的 典型 问题 之 一 的 提 法 如 下 : 设 9E DCE0, 1]; BB)》 
为 后, 上 的 连续 函数 ， 求 * 一 (x) EE", 使 得 对 于 
Psy, DD = 二 二 1 


r1861 


有 有 
C4) ,Max gC) -Pw |—> min, | 
这 个 问题 可 以 如 下 抽 条 化 , 令 
Po {Pt t) [gERY, 
型 拒 0C10, 4， 肪 ) 看 作 Banaeh 空间 (gl 一 max [gt |, Po 


OLE0, 器 好) 是 GAD， 科 ;及 ) 的 闭 于 空间 ， 阅 题 ( 相 这 时 归结 为 
ig ~ Pnil 一 min， 
(0 {ce 卫 . 
如 果 进 -- 少 要 求 风 项 式 PP, 的 系数 z= fo) 是 及 " 中 的 一 个 凸 集 下 
的 元 素 ,， 则 令 
Pr—{P,tlw, IwE KY, 
它 显然 是 OC[0, 卫 ; BR) 中 的 廿 集 ,而 更 一 般 的 逼近 论 问题 为 
1g— Pl — min, 
6 {prep 
下 而 讨论 一 般 的 接 尔 省 近 论 所 是 ， 没 为 周 范 空间 ,并 * 为 
空 拘 拓 扩 尖 侦 ，0 守 半 为 及 的 丁 集 4EO 称 为 zwE 下 到 0 的 最 
优 到 过 ,是 指 
lA minie—yl. 
简 用 册 务 析 的 工具 , 可 以 证 训 优 焉 近 的 完 要 条 件 ， 
定理 &.7.1 ZE0 为 EE 玉 到 西 集 0 的 最 优 过 过 当 自 仅 当 
存在 蕊 EX*, 使 得 
D ll -sup Kos =H -al; 


iD) Ca, ~ oi, Yee oO, 
证 明 显然 ，3EC 为 4 到 吕 的 最 优 允 近 等 价 于 是 下 列 问 
是 的 解 ; 


PO -iy > min, yc 三 ， 
以 两 它 灵 等 价 于 
0GE07( 语 ， (4.7 .全 


4.7 出 分 斩 在 六 他 直 学 分 去 中 的 记 胡 [4%7] 


他 对 于 .7 一 二 多 -ol 由 $4 江 的 全 有 有 


Of (WD EA 
区 
O80) =— {a EF", 2 0, YE (4.7.8) 
二 由 Moreau-Rockafellat 定 浊 4.2.3, 有 
LF Ad) 06f (DH +060.2), 
训 (4.7 .有 ) 等 价 于 存在 23E2( 俯 ,一品 E850o( 合 ， 由 (4.7. 双 ,有 
lasl =—}2 el, 
即 成 立 、 由 任 .7- 驴 和 他 .7.9), 有 
《一 ol 7 一 四 一 《一 嘻 s—wtw—d 0, vacEaO | 
大 而 
Ct, gs— ma, Fo [ae YrEO, 
层 襄 成立、 反之, 易 证 匀 与 过 考 2E81 (2),， 一 2 E050( 人 ,时 
注意 到 OC0, 习 ; 及 的 对 侦 空 间 为 [0，I] 上 的 测度 , 可 得 到 
下 列 推 论 ， 
推论 多 为 问题 (oz) 的 解 的 充 要 条 件 是 ， 窜 在 [0 上 的 测 
度 岂 使 得 
工 
Ey fehl WD pup bh FD dD = ma (BG) gn 上 


号 PG- nr PO- gO PE Pr 昌 


这 个 推论 未 受 继 狼 限 制 ， 也 不 受 多 项 式 开 式 的 限制 、 即 设 
名 CR” 为 有 界 闭 集 , 工 ~ Co; 豆 ) 为 如 上 的 连续 函数 全 体 , 0 一 
ac 五 为 互 中 的 任何 凸 集 ， 例 好 某 一 由 多 项 式 攀 成 的 凸 集 ， 则 
仍 能 得 到 类 似 的 推论 . 

5 数理 经 济 学 

频 分 析 在 数理 经 济 学 中 的 应 用 是 非常 放 泛 的 ， 前 厨 已 举 过 不 
少 例子 ( 饥 如 , 箱 渔 函数 是 成 本 函数 的 共 狐 函数 等 } 在 这 小 节 中 ， 
利夫 辣 分 煌 前 械 关 来 得 出 一 些微 观 绒 济 : 学 的 经 纳 结果 的 扩 

我 们 把 "人 饰 释 成 为 财 针 安 间 , 即 s= (2 2 EB” 的 知 


faaa] 第 下 字 “凸现 效 的 次 微分 运算 


个 分 量 Y 表示 第 种 财 贷 (商品 ) 的 量 , 这 里 假定 得 一 种 财 货 痢 
可 以 用 实数 计 尽 , 当 它 取 人 负 什 时, 表示 消费 量 或 投入 量 , 当 它 到 正 
值 时 ,表示 产 出 是. 因此 ,任何 sE 及 ”也 可 表示 一 种 生产 活动 , 其 
中 了 到 负 信 的 分 到 构成 投入 从 ,而 职 正 信和 的 分 量 攀 成 产 出 内， 这 时 ， 
财 货 空间 BE” 前 对 个 空间 ”就 可 解释 沟 价 格 体系 P= CP, 
pm ER" 的 第 二 个 分 量 加 表示 第 种 财 伯 的 价格 ,这 里 假定 
每 一 种 价格 也 者 司 以 用 实数 计量 ， 共 中 负 价 烙 可 解释 为 有 害 财 贷 
的 价格 。 不 过 , 我 们 一 般 只 考虑 非 负 价格 . BR” 和 及 ”的 对 候 积 
村 基 就 可 解释 为 在 价格 体系 为 2E 了 人 PP 时 ， 财 化 闪 =E 玉 "的 总 价 
值 , 即 


《和 2 一 pe 
为 各 种 叶 货 的 价值 和 ， 次 其 是 当 = 代表 一 种 生产 活动 时 ，《2, 他 
恰好 就 匙 产 击 从 的 总 价值 (收入 ) 减 去 投入 从 的 总 价值 (成 本 )， 即 
生产 活动 z 的 利润 。 
没 了 BR" 解释 为 茶 企 业 的 生产 集合 , 即 zxEV 就 下 示 某 
企业 可 行 的 生产 活动 。 曾 六 


co 入 一 ER 人 < ep, PE 下 人 
特别 是 当 也 为 闭 品 集 时 ， 它 训 二 
要 的 理论 意义 和 实 


a 
定 的 , 询 利 润 函 关 
当 六 为 闭 是 供 

现在 侯 没 六} 


ce .而 上 梁 结 六 按 册 
两 性 是 一 一 对 应 的 ， 
集 ,5r 是 它 的 莉 标 函数 ， 于 是 又 有 

TH) or(p) 一 52)， 

是 ， 对 开 在 价 插 体系 为 届 内 ,达到 最 大 利 
V, 好 和 渍 由 

(D+, 


{ 淮 机 3.5 )， 
涪 甸 《区 的 3 


| Tt89] 


其 充 要 条 作为 
4E 6% (DD) (人 
{参看 定 想 和 ,1.3). 
(4.7. 人 D 是 微观 名 的 Hotelling 寿 理 芍 推 "， 原 求 的 
Hotelling 引 理 是 出 的 ， 焕 如 ， 在 呈 =2 了 时， 谈 % 一 
人 一切， 其 中 Y 为 投入 , (PD) 一 (Py, Pe) 对 (Py pe) 
可 微 ， 风 如 .7 .多 指出 ,站 价 属 为 廊 = (加 2 时, 使 生 产 达 到 最 大 
简 润 的 产 出 量 乡 和 投入 直到 应 为 
9- 恕 - wb, By), a sh, Bo). 
它们 部 是 利润 尖 于 价 疾 
如果 对 产 出 从 Y 丰 加 定 的 要 日 设 9 的 维 数 为 和 .投入 候 % 
的 维 营 汶 郧 一刻 一 5 2 一 (8 一 攻 ERIx RB", 则 
VO = {ER -DEP 
称 为 产 出 为 g 时 的 投入 需求 集 。 又 设 这 时 价格 体系 2 一 《py，Px) 
EB"xBR™ 则 


po WD = in pz, 只 


称 为 产 出 为 ! 、 投 入 价 吉 入 mp 鸭 成 本 ， 作为 ps 的 函数 ,成 本 其 四 
函数, 且 一 OC (pe, 只 旨 它们 之 间 的 关系 与 利 
润 画 数 和 生产 集合 之 庙 一 样 ，0Xpo, 芒 作为 gy 的 区 数 的 共 
所 函 数 为 


一 得 fpw 办 一 0po DY 
=, Sup, Kp, 办 一 人 po ©)} 


—m (py, pa). 
即 又 回 到 了 利润 谢 数 ， 最 后 ,对 守 在 投入 价格 为 名 时， 使 成 本 达 


司 护 小 的 捞 入 然 于 E 六 人， 擂 为 
EE BOCp 办). (4.7.5) 


4.7. 辐 是 是 答 观 经 济 学 中 Baopliard 引 理 的 推广 ， 


[J901 荡 由 总 昕 商 营 的 演 丛 分 运 管 


第 四 章 习 题 


1. 对 下 列 息 玉 访 Uf{+ 0} 的 由 商 数 记 求 出 启 ,37, Bf*. 并 验证 (3 有 =37*， 
DD 


这 Lbs+e, a 0; 
ii 一 
这 
人 
Ti 
Yi) 
Ti 人 
四 了 0， veLa, 5], 
加 0 旭 
0, 
zx) 了 Ko 一 1 了 D1, 
> 二 oo, 和 去 小 
2. 对 下 列 B" > 有 BU { 十 co 的 目 区 数 访 求 出 21 Bf 和 
DD FD =maxt |af], 20, 5])s 
边 FU) = maxCo, 2 
DD FD= [et |; 
0， 慢 lz:a<k 
ji) Fp) 一 人 
十 seo 衬 人 > 工 了 


EJ] 


设 了 为 六 扑 线性 空间 文 上 的 真 贞 区 数 , 且 具有 有 限 迷 绪 点 . 试 证 时 , 其 右 
方向 导数 .7 (83) 为 (zw, 了 在 并 tdomj) x 荆 上 的 上 兴 过 续 通 效 , 即 


; A , 
i lm, sup B47f (TI) Of Cm; BY, 、 


和 利用 上 是 指出 ， 如 果 拓 扑 线性 空间 及 上 的 砍 呈 卫 数 了 在 点 名 上 寄 限 连 
绩 , 闭 么 存在 坟 的 令 起 U(ro), 使 得 
ao = BF) 
为 关中 的 oCZ*， 天)- 紧 集 ; 


5. 


-证明 当 了 为 折扣 


设 Ya ay，cE 二 为 一 谈 拓 拉线 性 空间 革 上 疯 喜 四 因数, 面 卫 为 列 
亲 畔 存在 mE 天 的 邻 雪 (zo 使 得 Fn 四 在 Er(zo)x 且 上 连 


站 画 阁 了 Cw) = supjtw, 光 为 了 上 的 真 呈 滞 数 , 且 在 办 上 连续 ， 


认 Ef(g0) = UU Co, 0), 
sd 


汪汪 问 XX 上 的 宙 剖 数 ,下 为 部 果 了 全 
所 月 限 连 点 , 或 domy mn 2 下 生食 , 斌 证 归 , 航 值 问题 
fm > in, s EE 
有 解 fo 下 的 充 要 条 件 为 
一 条 ln agoo) 关 好 Ceaadmatff 条 件 》， 


或 
Of 00) YE EE 5 一 00) 守 0 【〈 变 分 不 等 式 )。 


在 命 雌 .2.7 中 ,当下 > 世 * 为 连续 单 值 歇 身 时 ,指出 


TD 一 [Ga od, 


且 它 基 Gateauz 可 导 的 处 由 有 限 的 廿 语 数 . 
线 传 空间 巷 上 的 好处 有 限 的 连续 是 函数 时 , 好 是 模 大 
单调 喘 射 (Minfy 定理 )， 


， 证 互 为 就 范 空间 鸦 的 非 空 凸 祭 , dx(w) = 也 各 5 一 试 捐 出 ,ez 是 玉 上 上 


凸 药 入 , 且 切 向 锥 

Trl) {yeE KIB der; #0, Voe EK. 
设 瑟 1, 到 六 分 离 局 部 二 空间 是 让 的 卫 个 唔 集 .下 一 09( 下 1U 下 90)， 汪 求 
出 Tetw》,， NC?) 与 了 gz)， TFC2)， ez) ro 的 关系 式 。 


的 连 级 


， 试 把 定 再 4,3,5 推广 芭 9 仅 作为 5ECG6HN9J 上 的 冰 数 窒 上 省 续 的 众 


， 设 为 招 扑 线性 空间 六 xx 了 士 的 真 叫 羡 数 ,并 2 一 jfg《z， 失 。 如 采 乡 


满足 六 gl%, 9), 试 证明 2 好 (2) 等 价 于 (Cer, 0 EBg(%, 和 ( 
第 三 章 习 题 235), 


” 试 把 定型 4.4,1 和 生 .4.2 中 鸣 肪 ?, Rr 扑 广 到 无 限 维 室 间 情形 , 
， 试 对 线 


更 具体 地 进出 命题 生生, 多 生生 ,于 
昨 空 间 攻 ,F 的 真 凸 函数 ,下 于 为 非 室 闭 证 第 , 试 指 出， 


0 则 
局 


设 了 深 
极 值 问 是 


[i92] 全 


16. 


17, 


43. 


19. 1 


FE) IMID 
1 EE 
的 对 偶 问 题 为 


ry Max 


这 于 下 -为 下 1 
试 对 下 列 盈 值 问 是 利 出 Fonchel 办 
1 min 
zsER', 
设 瑟 =CK[0 I; Ri KEE-{se Kyte [Lo, 1], [w(D) |<D, ee Tg 为 
且 上 的 下 六 .证 这 论 


1 1 
上 :9 (aspm > min, 


采 { 定 理 生 .6.3)， 


Eh", dl. 也 "一 及 严 芳 


下 列 蛮 分 器 


映射 , 互 己 子 ” 为 闭 凸 集 . 


尼 s 本 


EK= fu ETHCO) Tg( 守 0 对 工 几乎 外 好 的 2E 人 0} 


20。 把 8 4.7 的 各 中 的 吕 澡 ( 攻 委 共有 R" 中 的 航 租 问题 
mh {+9C) FE Pl, DD}> min, 
wR" 


并 利用 习题 5 斌 率 出 问题 将 解 的 完 要 条 件 ， 
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